Feuille de TD n"19

MP Lycée Clemenceau

Janvier 2025

1 Banque CCP

Exercice 1 : 63 banque CCINP
Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire ( | ).

On pose pour tout z € E, |z| = /(z | z).
Pour tout endomorphisme u de E, on note u* ’adjoint de u.

1. Un endomorphisme de E vérifiant, pour tout x € E, (u(x) ‘ x) = 0, est-il nécessairement I’endomorphisme
nul 7

2. Soit u € Z(FE).
Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) uou*=u*ou
i) V(z,y) € E?, (u(z) | u(y)) = (u(z) | u*(y))
iii) Vo € B, [u(@)|| = [lu* ()]

Exercice 2 : 66 babque CCINP
1. Soit A € .%,(IR). Prouver que A € .7 (IR) <= (A) € [0, +oo[
2. Prouver que pour tout 4 € .7,(IR), A? € .7, (IR)
3. Prouver que pour tout 4 € .7,(IR) et tout B € .%,/(IR), AB = BA= A’B € .7,(IR)
4. Soit A € 7+ (R).
Prouver qu’il existe B € .7, (IR) telle que A = B2.

Exercice 3 : 78 banque CCINP
Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de F.
On note (z|y) le produit scalaire de x et de y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E, tel que : Vo € E, ||u(z)|| = ||z||.
(a) Démontrer que : V(x,y) € E? (u(z)|u(y)) = (z|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que 'ensemble O(E) des isométries vectorielles de E , muni de la loi o , est un groupe.

3. Soit u € L(FE). Soit e = (ey, €3, ..., €,) une base orthonormée de E.
Prouver que : u € O(F) < (u(e1),u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E.



2 Exercices

Exercice 4 : Soit (E, ( ‘ )) un espace euclidien.
On consideére une application v de E dans lui méme vérifiant

V(z,y) € B2 (u(2) |y) = (z | u(y))
Montrer que u € .Z(F).

Exercice 5 : Soit (E, ( ‘ )) un espace euclidien.
On considere f € Z(E) tel que f2 = 0.
Montrer que ker (f 4+ f*) = ker (f) Nker (f*).

Exercice 6 : Soit (E, ( ‘ )) un espace euclidien de dimension n.
Soient % = (€i);¢;<,, € € = (fi)1<i<n deux bases orthonormale de E.

Soit u € Z(F), on pose S = Z (u(e;) | fj)Z.
1<i,j<n
Montrer que S = tr (u* o u).

Exercice 7 : Soit (£, ( | ) un espace euclidien de dimension n. On considere une base B = (e;)ie[p1,n)] nON
orthonormale de £. On définit la matrice G = (g;,;) suivante (appelée matrice de Gram de la famille (e;);e[1,n])) :

V(i,j) € [Ln]®  gi; = (eile;)

Soit f € Z(F) et M sa matrice dans B
1) Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si M "G = GM.

2 ) Montrer que f est un automorphisme orthogonal si et seulement si M 'GM = G.

n

Exercice 8 : Soient 1, .., x, n réels tels que fo = 1. On note A = (a; ;) € A, (R) avec, pour tout couple
i=1

(4,5), aij = wiv;.

1) Montrer que A est la matrice d’une projection orthogonale que 1’on précisera.

2) Montrer que 2A — I, est une matrice orthogonale.

Exercice 9 : Soient F un espace euclidien et f : F — E une application linéaire vérifiant

Va,y € B, (¢ |y) = 0= (fz) | f(y) =0

1) Calculer (u+ v | u — v) pour u,v vecteurs unitaires.

2) Etablir qu’il existe o € RT vérifiant
Ve e B, |f(2)]| = aflz|

3) Conclure qu’il existe g € O(FE) vérifiant f = a.g

Exercice 10 : Soit f € 0(E). Montrer que les assertions sont équivalentes :
a) fof=-Idg
b) Vo € E , z et f(x) sont orthogonaux
c) V(z,y) € B, (f(z)ly) = —(z|f(y)
Exercice 11 : (E, ( ’ )) un espace euclidien, (f,g) € . (E)%.
Montrer que Sp(f + g) € [min(Sp(f)) + min(Sp(g)), maz(Sp(f)) + maz(Sp(g))]
Exercice 12 : Soient (4, B) € .7+ (IR)°.
Montrer que det(A) + det(B) < det(A + B).

Exercice 13 : Décomposition QR : soit A une matrice carrée réelle inversible d’ordre n. Montrer qu’il existe
une matrice @ € 0, (IR) et une matrice triangulaire supérieure IR telle que A = QR.

Exercice 14 : Soit S € ., (IR). Montrer qu’il existe (Ai);cpy ) dans IR™ et (Us);cpy ) dans (M1 (IR))" tels

que

VEe[ln] UJUr=1 et S=Y NUUS

i=1



Exercice 15 : Soit A € .#,(IR). Soit f l'application de IR", identifié & .#, 1(IR), dans IR, définie par X
XTAX.

Montrer que cette application atteint sa borne supérieure sur la spheére unité en un vecteur propre de la
matrice A.

Exercice 16 : Soit P € €(n). Montrer que la valeur absolue de la somme des coefficients de P est au plus égal
a n et déterminer le cas de 1’égalité.

Exercice 17 : Déterminer la nature de 'endomorphisme définit sur Pespace euclidien usuel IR?, par la matrice
(dans la base canonique)

1 -2 6 -3
-3 2 6

Exercice 18 : Méme question avec les matrices suivantes

7T 4 4 2 2 1 -1 -2 2
—% 408 -1 % 2 1 2 é 2 2 -1
4 1 -8 1 -2 2 2 1 2
cos (t) — sin (¢) 0
sin (t) . cos (t) cos? (t) — sin () t €10, x|

sin? () sin (t) .cos (t)  cos (¢)

Exercice 19 : Soient R et R’ deux rotations de IR®, déterminer I'application défine par

f=R'oROoR

Exercice 20 : Quels sont les endomorphismes orthogonaux diagonalisables ?

Exercice 21 : Caractérisation des symétries orthogonales
Soit M € O(n).

1) Montrer que M est la matrice d’une symétrie orthogonale si et seulement si M est symétrique.

2) Dans ce cas, déterminer la base et la direction de cette symétrie en fonction des matrices I + M et I — M.
Exercice 22 : Centre de O(E)

Soit f € O(E), et s une réflexion par rapport & un hyperplan H. Soit @ € H*, i # 0.
1) Montrer que foso f~1 est aussi une symétrie et en donner la base.

2) En déduire que f et s commutent si et seulement si 4 est vecteur propre de f.
3) Quel est le centre de O(E)?

Exercice 23 : Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E de méme dimension.
1) Montrer qu’il existe u € O(E) tel que u(F) = G.
2) (%) Montrer qu’il existe u € O(FE) tel que u(F) = G et u(G) = F.

Exercice 24 : Somme des coefficients d’une matrice orthogonale
Soit P € O(n). Démontrer que : | ZPU| <n.
4,J

Quand a-t-on égalité ?
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