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1 Banque CCP
zy

Exercice 1 : 33 banque CCINP On pose : V(z,y) € R?\{(0,0)}, f (z,y) = et f(0,0) =0.

1. Démontrer que f est continue sur R2.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. f est-elle de classe C'! sur R? ? Justifier.

Exercice 2 : 41 banque CCINP Soit f Dapplication de IR? dans IR définie par f : (z,y) — 42% + 122y — 2.
Soit C' = {(z,y) € R* 22 + y* = 13}.
1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C'.
2. Soit (u,v) € C un point ou f atteint un de ses extremums.
(a) Justifier, avec un théoréme de votre programme, qu’il existe un réel A tel que le systéme (S) suivant
4 6v = A
soit vérifié : 4 +ov “
bu —v = A
(b) Montrer que (A —4)(A+1) — 36 =0.
En déduire les valeurs possibles de A.

3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

Exercice 3 : 52 banque CCINP
Soit a € R.
On considere I’application définie sur R? par :

4

flz,y) = m si (z,y) # (0,0)
o si (z,y) = (0,0).

1
1. Prouver que V(z,y) € R?, 22+ y? —ay > 5(1’2 +97).

2. (a) Quel est le domaine de définition de f?
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

(a) Justifier Pexistence de g et ? sur R?\ {(0,0)} et les calculer.
€ Y

of

(b) Justifier l'existence de g 0,0) et 8—(0,0) et donner leur valeur.
Y

m
(c) f est-elle de classe C* sur R??

Exercice 4 : 57 banque CCINP

1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).

(b) Donner la définition de < f différentiable en (0,0) >.

22 — 2
Woar,e o (z,y) # (0,0)
0 st (2, y) = (0,0)

2. On considere I'application définie sur R? par f(z,y) =



(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe C* sur R2.

Exercice 5 : 58 banque CCINP

1. Soit E et F' deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit a € F et soit f: E — F une application.

Donner la définition de < f différentiable en a >.
2. Soit n € N*. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit e = (e, ea,...,€,) une base de E.
n
On pose : Vz € E, |||l = Ig%xn|xi|, oll x = Zlmiei.
i—
On pose : ¥(z,y) € E x E, [|(z,y)|| = max(]|z[|oo, [[yloc)-

On admet que ||.]|o est une norme sur E et que ||.|| est une norme sur E x E.
Soit B : E x E — R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que 3C € R"/V (z,y) € E x E, |B(z,y)| < C|z|lso]|¥llco-

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en tout (ug,vg) € E x E.
Exercice 6 : 29 banque CCINP
On pose : V z €]0, +oo[ et ¥Vt €10, +oc[, f(z,t) =e L.

1. Démontrer que, pour tout = € |0, +oo[, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur ]0, +o00[.

“+o0
On pose alors, V z €]0, +oo[, I'(x) = / o—tT—1qs.
0

2. Pour tout z €]0, +oo|, exprimer I'(x + 1) en fonction de I'(x).

3. Démontrer que I est de classe C! sur |0, +oo et exprimer I'/(z) sous forme d’intégrale.

Exercice 7 : 30 banque CCINP

1. Enoncer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale.
—+oo

2. Démontrer que la fonction f:x +— / e cos (xt)dt est de classe C! sur R.

0
3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (F) d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (F) .
Exercice 8 : 50 banque CCINP

+o00 e—2t
On considére la fonction F': x +— /
0

dt.

T+t
1. Prouver que F est définie et continue sur ]0; 4+o0].
2. Prouver que & — xF'(z) admet une limite en 400 et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de 400, de F(x).

Exercices

Exercice 9 : Justifier que la fonction f définie sur C* a valeurs dans C par f(z) = % est différentiable et
calculer sa différentielle.
Exercice 10 :
1) Soit f: 4, (R) — 4, (IR) qui & M associe M?3.
Justifier que f est de classe ¢! et préciser sa différentielle en tout M € ., (IR).
2) Mémes questions pour f : ., (R) — IR qui & M associe tr(M*?).



3) Mémes questions pour f : ., (IR) — IR qui & M associe det(M).

1
Exercice 11 : Montrer que l'application définie sur IR,,[X] par P / P2(t) dt est différentiable et exprimer
0
sa différentielle.

Exercice 12 : On considére la fonction f définie sur IR? par

Y(z,y) € R*\{(0,0)} f(z,y) = (@* —y*)In(2®+y?) et f(0,00=0

1) Etudier la continuité de f.
2) Sans les calculer, montrer que pour tout (z,y) € IR? \ {(0,0)}, les dérivées particlles premicres en (z,y)
of

existent et vérifient —f(a:,y) =——(y,x)

ox dy
of
3 lculer ——
) Calculer D (z,9)
4) f est-elle de classe €1 ?

Exercice 13 : Soit f I'application de 41, (R) dans .#,, (IR) qui & M associe M 1.
Montrer que f est différentiable en tout point de ¢1,, (IR) et que, pour A € ¥4I, (IR),
onadf(A): M+ —A"TMA™!

Exercice 14 :
1
Soit f(x,y) = arcsin t Ty
(1+22)(1+y?)
1) Vérifier que f est définie sur R2.
2) Calculer les dérivées partielles premieres de f et de g.
3) Simplifier f & I’aide de g.

> et g(x,y) = arctan x — arctany.

Exercice 15 : Soit f une fonction de classe €' de IR® dans IR. On définit les fonctions ¢ et h suivantes :
g: R — R h: R?> - R
((E,y72) = f(z,x,y) ’ (l',y) = f(2$+y—za—x+y+227$+y+z)
Calculer les dérivées partielles premieres de g et h en fonctions de celles de f.
Exercice 16 : On consideére la fonction f définie sur IR? par
f: R —- R
2?2 —

SCwa + y2
0 st (z,y) = (0,0)

@) o si (2,) # (0,0)

1) Montrer que la fonction f est de classe €2 sur IR?

2) A l'aide de I’étude en (0,0) montrer qu’elle n’est pas de classe €.

Exercice 17 :
Soit ¢ : IR — IR? une isométrie pour la norme || ||z.

1) Montrer que la matrice jacobienne de ¢ est constante, égale & la matrice dans la base canonique de R? de
la partie linéaire de .

2) Soit f:R? — IR de classe €. Montrer que (Af) o @ = A(f o p).

Exercice 18 :
Soient u, v, f, gIR* — IR des fonctions de classe €2 liées par la relation :

V (z,y) € R?, f(z,y) = glu(z,y),v(z,y)).
Calculer les dérivées partielles premieres et secondes de f en fonction de celles de g.
Exercice 19 : On pose, pour (z,y) € IR? :

G (ay) # (0,0), £(0,0)=0

2, .2 2
flx,y) =2"+y° — 2z y—m



1) Montrer que f est continue sur IR?.

2) Soit § € IR fixé, et gg : 7 — f (r cos(f), rsin(theta))
Montrer que gp admet un minimum local strict en r = 0.

3) Calculer f(z,z?). Conclure.

Exercice 20 : Calculer les extremums des fonctions suivantes :

1) f:(z,y) = 3zy —a2® —y° 3) f:(x,y)— 2%y* (1 + 32 + 2y)
2) f:(z,y) = =20 —y)?+2* +y 4) f:(z,y) =z (In*(2) + y?), pour z > 0.

Exercice 21 : Distances aux sommets d’un triangle

p P
Soit A € IRP fixé et f : { R — R g: { R — R (distance euclidienne)

M +— AM? M — AM
1) Calculer les gradients de f et g en un point M.

2) Soient A, B, C trois points non alignés du plan. Trouver les points M du plan réalisant le minimum de :
a) MA%2+ MB?+ MC?.
b) MA+ MB+ MC.
c) MAx MB x MC.
Exercice 22 :
On considére un vrai triangle ABC et f la fonction définie par : f(M) = d(M, AB) x d(M, AC) x d(M, BC).

Montrer que f admet un maximum a l'intérieur du triangle ABC), et caractériser géométriquement le point M
ou f est maximale.

Exercice 23 :

0 0
Trouver les fonctions polynomiales f : IR* — IR vérifiant : xa—f + 8f 4f.
Y
Exercice 24 : Résoudre ’équation aux dérivées partielles suivante :
of | ,of
2—+3-—-=
or + Jy e
avec la condition aux limites : f(¢,t) =t pour ¢t € IR.
. 2 Of of u=zy
Exercice 25 : Résoudre sur (IR”)” : z== = y—== en posant
Exercice 25 : (103)° s 5L =y 5 en posan { 12

Exercice 26 : Soit (a,b,c) € IR*\ {(0,0,0}. On considere ’équation aux dérivées partielles :

82f 0% f 0% f
@ ox? +b8x8y+ a2 0

otl f est une fonction inconnue de IR? dans IR de classe €2.
Soit (a, B) € IR?, a # B. On fait le changement de variables : u = z 4+ oy, y = = + Sy.

1) Ecrire 'équation aux dérivées partielles obtenue aprés le changement de variables.

2) En déduire que I'on peut ramener I’équation de départ a 'une des trois formes réduites suivantes :

0%g 9%g 0% 0%
= — =0 —+-—==0
Oudv ou? ou? + ov?
Exercice 27 :
b
Soient f et g deux fonctions de IR dans TR, continues et (a,b) € IR?. On pose ¢(z) = f®)g(z —t)dt.

t=a
1) Montrer que ¢ est continue et que si g est de classe €%, alors ¢ I’est aussi.

2) Montrer que si f est de classe € (et g continue), alors ¢ est aussi de classe €.

+oo 1,0471

—o l+=z
Ecrire I(«) comme somme d’une série.

dz. Montrer que I(«) existe et définit une fonction de classe ! sur ]0, 1[.

Exercice 28 : Soit [(«) = /

/2
Exercice 29 : On pose I(z) = / In(cos® t + x? sin? t) dt.
=0



1) Montrer que I est de classe €' sur IRT™.
2) Calculer I'(x) et en déduire I(x).

Exercice 30 :

z oy 2 1 —z?(1+t%) p
dt t = ————dt.
/t:O ‘ ) et () /t:O 1+

/

1) Montrer que f et g sont dérivables et calculer f et ¢'.

On considere les fonctions définies par : f(z) = (

2) Montrer que f(x) + g(z) = % pour tout z € R™.

+oo
3) En déduire la valeur de / et dt.
t=0

Exercice 31 : On pose

+oo N
ZiT / e(—1Him)t” 4
0

1) Montrer que z est définie, de classe ¢! sur R et vérifie 2/(z) = Z(%LZ),Z(;E)

2) En déduire l'expression de z(z) sachant z(0) = /7/2.
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