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Exercice 1 : On appelle nombre algébrique, tout nombre complexe x solution d’une équation de la forme
anz” + -+ a1x + ag = 0 avec ag, ay,...,a, € Z et ap #0

On appelle degré d’un nombre algébrique z, le plus petit n € IN tel que x soit solution d’une équation comme

ci-dessus.

a) Quels sont les nombres algébriques de degré 17

b) Mountrer que ’ensemble des nombres algébriques de degré au plus n est dénombrable.

c) L’ensemble de tous les nombres algébriques est-il dénombrable ?

Exercice 2 : %
Montrer que ’ensemble des parties de IN n’est pas dénombrable.

Exercice 3 :
Montrer que ’ensemble des parties finies de IN est dénombrable.

Exercice 4 : Etablir que pour z € |—1, 1],

+0o n 400

Z 1fx" = Zd(n)x"

n=1 n=1

en notant d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.

Exercice 5 : Si o est une bijection de IN* sur IN*, montrer la divergence de la série

pppac

Exercice 6 :
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On pose, pour (p,q) € IN?, Apg = P - P _ P .
p+q+2 p+g+1l p+g+3
Calculer
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Conclure.
Exercice 7 :
+oo
. — - N 1
a) Soit o > 1. Déterminer un équivalent & R,, = Z —
k=n-+1
+oo 400
b) Pour quels o € R, lasomme Y, Y 2= a-t-elle un sens?
n=0 k=n+1
c) Montrer qu’alors
+oo  +oo +oo
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Exercice 8 : Existence et valeur de
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Exercice 9 : Convergence et calcul, pour z € C, de

+oo "
P
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= 1—=z

Exercice 10 :

J
Soit (Un)nE]N une suite numérique. Pour tout n € IN, on pose v, = on Z 2kuk.
k=0

a) ON suppose dans cette question que la série Z u, converge absolument.

Montrer que la série E vy, converge te exprimer sa somme en fonction de celle de E Uy,

b) On suppose maintenant que la suite (u,), . converge vers 0.
Etudier la convergence de la suite (vy,),, o

c) On suppose maintenant que la série E U, converge.

Montrer que la série E vy, converge et exprimer sa somme en fonction de celle de E U, -



