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Banque CCINP

Exercice : 112 banque CCINP
Soit n ∈ N∗ et E un ensemble possédant n éléments.

On désigne par P(E) l’ensemble des parties de E.

1. Déterminer le nombre a de couples (A,B) ∈ (P(E))
2
tels que A ⊂ B.

2. Déterminer le nombre b de couples (A,B) ∈ (P(E))
2
tels que A ∩B = ∅.

3. Déterminer le nombre c de triplets (A,B,C) ∈ (P(E))
3
tels que A, B et C soient deux à deux disjoints

et vérifient A ∪B ∪ C = E.

Exercice : 95 banque CCINP Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

(b) Déterminer la loi de Y , son espérance et sa variance.

2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.

(a) Déterminer la loi de X.

(b) Déterminer la loi de Y .

Exercice : 98 banque CCINP
Une secrétaire effectue, une première fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (p ∈ ]0, 1[).
Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mêmes conditions, chacun des n−X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la première série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i ∈ [[0, n]]. Déterminer, pour k ∈ N, P (Y = k|X = i).

(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramètre.

Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, l’égalité suivante :

(
n− i

k − i

)(
n

i

)
=

(
k

i

)(
n

k

)
.

(c) Déterminer l’espérance et la variance de Z.

Exercice : 101 banque CCINP
Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A,B et C.

A l’instant t=0, il se trouve au point A.
Quand il a épuisé l’eau du point où il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre l’un des deux autres points
d’eau.
L’eau du point qu’il vient de quitter se régénère alors.
Soit n ∈ N.

On note An l’événement” l’animal est en A après son nième trajet”.
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On note Bn l’événement” l’animal est en B après son nième trajet”.
On note Cn l’événement” l’animal est en C après son nième trajet”.
On pose P (An) = an, P (Bn) = bn et P (Cn) = cn.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, an+1 en fonction de an, bn et cn.

(b) Exprimer, de même, bn+1 et cn+1 en fonction de an, bn et cn.

2. On considère la matrice A =

 0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

.

(a) Justifier, sans calculs, que la matrice A est diagonalisable.

(b) Prouver que −1

2
est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de M3(R) telles que D = P−1AP .
Remarque : Le calcul de P−1 n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent être utilisés pour calculer an, bn et cn en fonction
de n.
Remarque : Aucune expression finalisée de an, bn et cn n’est demandée.

Exercice : 104 banque CCINP
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 à n et d’une bôıte formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1 à 3.
On lance simultanément les n boules .
Elles viennent se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.
Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.
On note X la variable aléatoire qui à chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P (X = 2).

(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

3. (a) Calculer E(X).

(b) Déterminer lim
n→+∞

E(X). Interpréter ce résultat.

Exercices

Exercice 1 : Une urne contient 10 boules dont 7 blanches et 3 noires. On tire au hasard et simultanément 4
boules de l’urne.
Calculer le nombre de possibilité pour obtenir exactement 2 boules blanches.

Exercice 2 : Soit E un ensemble fini, non vide, à n éléments.

a) Déterminer le nombre de partitions de E en deux sous-ensembles (l’un pouvant être vide).

b) Déterminer le nombre de partitions de E en sous-ensembles contenant tous 2 éléments (on suppose ici n
pair).

c) On suppose que Card(E) = a× b. Déterminer le nombre de partitions de E en a parties à b éléments.

Exercice 3 :

1) A l’aide d’un raisonnement combinatoire, démontrer que

∀(n, p, k) ∈ IN3

(
n

p

)(
p

k

)
=

(
n

k

)(
n− k

p− k

)
2) On suppose désormais (n, p) ∈ IN2 avec p ⩽ n.

a) Montrer la formule suivante :
n∑

k=0

(
n

k

)(
n− k

p− k

)
= 2p

(
n

p

)
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b) Soit (x, y) ∈ IR2. Montrer que

n∑
k=0

(
n

k

)(
n− k

p− k

)
xkyn−k =

(
n

p

)
yn−p (x+ y)

p

3) Montrer que
p∑

k=0

(
p
k

)(
n
k

) =
n+ 1

n+ 1− p

Exercice 4 : Soient m, n et p trois entiers. Démontrer, en utilisant un dénombrement judicieux, la formule
suivante :

p∑
k=0

(
p− k

m

)(
k

n

)
=

(
p+ 1

m+ n+ 1

)

Exercice 5 : Un singe frappe au hasard sur le clavier d’une machine à écrire comportant 10 chiffres, 26 lettres,
et 8 autres caractères.

1) Il frappe une touche. Quelle est la probabilité de taper une lettre ? de taper C ? de taper une lettre de MP23 ?
de taper une lettre de CLEMENCEAU?

2) Il frappe 4 touches. Quelle est la probabilité de taper MP23 ? de taper une anagramme de MP23 ?

3) Il frappe 10 touches. Quelle est la probabilité de taper une anagramme du mot CLEMENCEAU?

Exercice 6 : Une personne doit ouvrir une porte. Elle dispose pour cela d’un trousseau de 15 clés contenant la
clé qui ouvre cette porte. Elle essaie les clés au hasard et l’une après l’autre. Quelle est la probabilité d’ouvrir
la porte au k-ème essai (k ∈ {1, ..., 15}) ?

Exercice 7 : Une voiture sur 1000 est en excès de vitesse. On dispose d’un radar fiable à 99, 5%, c’est-à-dire
qu’il se déclenche une fois sur 200 alors que le véhicule n’est pas en infraction, mais qu’aussi une fois sur 200,
il ne se déclenche pas alors que le véhicule est en infraction.

1) Le radar s’est déclenché. Quelle est la probabilité que le véhicule soit en infraction ?

2) Quelle est la probabilité que le radar se trompe ?

Exercice 8 : Soit N ∈ IN∗, et soit p ∈]0, 1[. Un enfant a dans chacune des deux poches de son blouson un
paquet contenant N bonbons. A chaque fois qu’il veut en manger un, il choisit de manière indépendante avec
la probabilité p sa poche de gauche.

1) On suppose qu’il ne trouve plus de bonbons dans la poche qu’il a choisie. Quelle est la probabilité qu’il en
reste k dans l’autre poche ?

2) Quelle est la probabilité qu’il n’y ait plus de bonbon dans les deux poches simultanément ?

3) Calculer
N∑

k=0

2k
(
2N−k

k

)
.

Exercice 9 : Dans une urne contenant, pour tout k ∈ [[1, n]], exactement k boules indiscernables portant le
numéro ≪ k ≫, on tire une boule. On note N le numéro de la boule tirée.

1) Déterminer la loi et l’espérance de N .

2) Calculer la probabilité de l’événement ≪ N est pair ≫. Quelle est la limite de cette probabilité quand n tend
vers +∞ ?

Exercice 10 : On tire m entiers au hasard dans [[1, n]], avec m ⩽ n, et on note Mn,m le plus petit entier tiré.

1) Les tirages sont d’abord effectués sans remise.

(a) Calculer P (Mn,m > k) pour tout k ∈ [[0, n−m]].

(b) En déduire la loi de Mn,m.

(c) On suppose que n = 2m. Montrer que pour tout k ∈ IN∗ :

lim
m→+∞

P (M2m,m = k) =
1

2k

2) Les tirages sont à présent effectués avec remise.

(a) Calculer P (Mn,m > k) pour tout k ∈ [[0, n− 1]].
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(b) En déduire la loi de Mn,m.

(c) On suppose que n = 2m. Montrer que pour tout k ∈ IN∗ :

lim
m→+∞

P (M2m,m = k)

√
e− 1
√
e
k

Puis comparer avec le résultat de la question précédente.
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