Feuille de TD n’9 : suites et séries de fonctions

MP Clemenceau 2023-24
Novembre 2023

Banque CCP

Exercice : Exercice 8 banque CCINP
Soit (un), ¢y une suite décroissante positive de limite nulle.

1. (a) Démontrer que la série Z (—1)’c uy, est convergente.

n

Indication : on pourra considérer (S2,),cy €t (S2n41),cy avec S, = Z (=1)" wg.

k=0
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—1)k Uk
oo . - . (—)"e
2. (a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z ——
n>1
(_1)" e—na:

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo| de la série de fonctions Z
n>1

n
Exercice : Exercice 9 banque CCINP

1. Soit X un ensemble, (g,), oy une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g, ) vers la fonction g.

2
ie_”a62 cos(y/nx).

2. On pose fn(x) = e

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( Jn)nen
(

)

b) La suite de fonctions (f,), <y converge-t-elle uniformément sur [0, 4-oo[ ?

(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (fy), cy converge-t-elle uniformément sur [a, +-o00[?
)

(d) La suite de fonctions (f,), <y converge-t-elle uniformément sur 0, 4+-oo[ ?

Exercice : Exercice 10 banque CCINP

ne® + xe™”
O = 2 1) — .

n pose f, (z) = (z? + 1) -
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,), <y converge uniformément sur [0, 1].
1
x —X

2. Calculer lim (332 +1) mdx.

n—-+oo n + X
0

Exercice : Exercice 11 banque CCINP

1. Soit X une partie de R, (f,), oy une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une
fonction f.
On suppose qu'il existe une suite (), d’éléments de X telle que la suite (f,,(2,) — f (zn)), ey ne tende
pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (fy), cy ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout z € R, on pose f,(x) = 181—1;(77121?)2
n2zx

(a) Etudier la convergence simple de la suite ( Jn)nen



(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (fn)pen sur [a, +ool (avec a > 0), puis sur |0, +ool.

Exercice : Exercice 12 banque CCINP

1. Soit (fy) une suite de fonctions de [a, b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f, et que,
pour tout n € N, f, est continue en xg, avec xg € [a, b].
Démontrer que f est continue en .
2. On pose : Vn e N*, Vz €[0,1], go(x) = 2™
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

Exercice : Exercice 14 banque CCINP

1. Soit @ et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (fn),cy une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,),,c converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite ( / fn (2) dx)
@ neN

b
converge vers / f(z)dz.

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.
+o0 1

3 [T>
3. Démontrer que " | dz = —_ .

n=1

Exercice : Exercice 15 banque CCINP
Soit X une partie de R ou C .

1. Soit Z frn une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.

Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis de la convergence uniforme de

an sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est

uniformément convergente sur X.
n2
3. La série de fonctions g —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de
n!

rayon R € R} 7

Exercice : Exercice 16 banque CCINP
On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn e N*, Vo € 0,1], up (z) zln(H_f) _T
n n
= X T
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + 7) — 7]
ot n n

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).

Exercice : Exercice 17 banque CCINP
Soit A C C et (fy), ey une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I'implication :

<1a série de fonctions E fn converge uniformément sur A)

4

(la suite de fonctions (fy),cy converge uniformément vers 0 sur A)

2. Onpose : VneN,Vz e [0,+ocf, fn(z) =nae =V,
Prouver que Z fn converge simplement sur [0, +00[.

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0, +o00[? Justifier.



Exercice : Exercice 18 banque CCINP
— 1)y
On pose : Vn e N*, Vo € R, u,(z) = %

On considere la série de fonctions Z Uy -
n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D P'ensemble des = ol cette série converge et S(z) la somme de cette série pour z € D.
2. (a) La fonction S est-elle continue sur D ?
(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

Exercice : Exercice 25 banque CCINP

1. Démontrer que, pour tout entier n, la fonction ¢ — est intégrable sur [0, +oo].

1+t + et
+oo dt
2. On pose u, = /0 m Calculer nEIEmU7L.
Exercice : Exercice 26 banque CCINP
+oo
1
Pour tout n > 1, on pose I, = / —dt.
o (1+12)

1. Justifier que I,, est bien définie.

2. Etudier la monotonie de la suite (In)pen- et déterminer sa limite.

3. La série Z(—l)"ln est-elle convergente ?
n>1

Exercice : Exercice 27 banque CCINP

. . e !
Pour tout entier n € N*, on pose f, () = T2 et u, = /0 fn (x) de.
Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( Jn)pen~ sur [0,1].
Soit a € ]0,1[. La suite de fonctions (f,), cy- converge-t-elle uniformément sur [a,1]?

La suite de fonctions (fy), cy- converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

= Lo

Trouver la limite de la suite (uy),, ¢y -

Exercice : Exercice 48 banque CCINP

C° ([0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C°([0,1],R) telle que, Vn € N, / t"f(t)dt=0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,), ¢y une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1] vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f)

1 1
(b) Démontrer que/ f2(t) dt = lim P,(t) f(t)dt.
0

n—-+00 0

. . ‘ 2
nen converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f*.

(c) Calculer [ P, (t) f (t)dt.
/

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1].

Exercice : Exercice 49 banque CCINP

+oo
Soit Z ay une série absolument convergente & termes complexes. On pose M = Z lan] .
n=0
ant™ _,
On pose : Vn € N, Vt € [0,+00], fn (t) = oy



1. (a) Justifier que la suite (a,) est bornée.

(b) Justifier que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, 4+o0].

+oo
On admettra, pour la suite de 'exercice, que f : t — Z fn(t) est continue sur [0, 4o00].
n=0

2. (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e! est intégrable sur [0, +oo[ et calculer

—+oo
/ the~tdt.
0

+oo
En déduire la convergence et la valeur de / | frn (2)] dt.
0

too [EX . un too
b) Prouver que et dt = Q-
|
0 n: 0

n=0

Exercice : Exercice 53 banque CCINP

T
On considere, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par f,(z)

T 1t niat
1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>1

+o0o
On pose alors Vo € R, f(x) = Z fn().
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
Z fn converge-t-elle normalement sur [a,b] ? sur [a, +00[?
n>1
(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +o00[?
n>1
2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer xgrfoof(x)



1 Exercices

Exercice 1 :
1) Pour n € IN et # € IR, on pose f,(x) = nz2e 7.

Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,), cpy sur IR puis sur [a, +oo[ avec a > 0.
2) Méme question avec :

pour n € N et x € RT | f,(2) = e " sin(nz) .

Exercice 2 : Soient (f,,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f et g une fonction
uniformément continue. Montrer que (g o f,,) converge uniformément.

Exercice 3 : Soit (fy),c une suite de fonctions réelles continues et définies sur un segment [a, b]. On suppose

que la suite (fy,), o converge uniformément vers une fonction f. Montrer que la suite <in£] fn> converge
@ nelN
vers inf f.
la,b
Exercice 4 : Soit f : IR — IR une fonction deux fois dérivable, de dérivée seconde bornée.
Montrer que la suite des fonctions g, : @ — n (f(z + 1/n) — f(z)) converge uniformément vers f’.

Exercice 5 : Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions f,, définies par,

—1)"
Vn e IN* et Vo € R, fo(z) = 754_;2

Exercice 6 : On pose fo(t) = 0, et pour tout n € IN et tout t > 0, frr1(t) = 1/t + fu(t),

1) Déterminer la limite simple, £, de la suite de fonctions (fy), c-

2) Y a-t-il convergence uniforme sur IR* ?

_ 1falt) — £60)

T 2fna(t)

4) En déduire que la suite (f,),cp converge uniformément sur tout intervalle [a, +-o0o, avec a > 0.

3) Démontrer que : ¥V t > 0, |frny1(t) —£(1)]

(Remarquer que f, — ¢ est bornée pour n > 1)

Exercice 7 : Théoremes de Dini

Soit (fn), e une suite de fonctions continues de [a,b] dans IR convergeant simplement vers une fonction
continue f.
1) On suppose que chaque fonction f,, est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.

2) On suppose qu'a x fixé la suite (f,,(x)) est croissante. Montrer qu’il y a convergence uniforme.

Exercice 8 : Soient a € R. Pour n € IN, on considére la fonction w,, définie sur [0, 1] par
Vo € [Oa 1]a ’U,n(ZL') = naxn(]_ - ‘T)

Etudier le mode convergence de la suite de fonctions (u,,) puis de la série de fonctions > u,,.

nelN?

Exercice 9 : Soient f :[0,1] — IR continue et, pour n € IN, f,, : [0,1] — IR définie par

1) Former une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite de fonction (f,), c converge uni-
formément sur [0, 1].

2) Montrer que la série de fonctions 3 f,, converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si f(1) =0 et f est
dérivable en 1 avec f/(1) = 0.

Exercice 10 : Pour n € IN* on note f, la fonction définie sur IR par
Ve e R fo(z) = th(x +n) — th(n)

1) Etudier la convergence de la série de fonctions Z fn-
n>1

2) On note S la somme de la série, montrer que S est croissante et continue sur IR.

3) Montrer que :
VeelR, Sx+1)=Sx)+1-th(z+1)



Exercice 11 : On considere la fonction définie par la série suivante :
—+oo
M 7$2’ﬂ2
lorsqu’il y a convergence  f(z) = E e
n=0

1) Donner le domaine de définition de la fonction f.

2) Calculer la limite en 0 de z — zf(z)

xT
On admettra l'existence et la valeur de la limite suivante : lim et dt = ﬁ
r—r+00 0 2

3) Calculer la limite en +o0 de f.

Exercice 12 : Pour tout entier n et tout x € ]0,1] on pose u,(z) = (—=1)" 122" 2n(z) et u,(0) = 0.

+oo
1) Calculer Z up () pour tout = € [0, 1].
n=0

2) Montrer que la série Y u, converge uniformément sur [0, 1].
3) En déduire I'égalité :

(@) X (-t
/0 Tl (2n + 1)

n=0

Exercice 13 :
1

—n.x
e
-1

On considere la fonction f définie par f (x) = E 5
n
n=2

1) Donner 'ensemble de définition de f.

2) Montrer que f est continue sur IR" et de classe €2 sur RY.
3) Calculer f(0) et lim f(x)
r—+00

4) Dérminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 vérifiée par f

5) Intégrer cette équation et en déduire f

Exercice 14 :
& 1
Soit f la fonction définie par, lorsqu’il y a convergence, f (z) = >, ———
n=0 T +n
1) Montrer que f est continue sur IR*

2) Montrer que f est de classe C! sur IR et calculer f’.
Donner les variations de f
1
:E:O ﬁ

4) Montrer que f (x) tend vers 0 quand = tend vers +oo.

3) Montrer que f ()

Montrer que f (z) ~ QL
z—+o0o 2.1

+oo
1)
Exercice 15 : Soit f la fonction définie sur IR® par f(z) = (
1) Justifier que f est correctement définie et continue sur IRY .
2) Etudier la limite de f en +oo0.

3) Montrer que f est de classe ¢’ sur RY .

Exercice 16 : Etudier les limites des suites de termes généraux :

™

s “+o0 1 400 :..n t
a) u, = /4 tan™(t) dt b) u, :/ dx c) up :/ S ()dt‘
0 0 0

T + ex t2



Exercice 17 : Montrer les égalités suivantes :

a) /+OO t dtféooi c) Po a>0/1 ! dt*Jrgoo(il)n
o et—1 n2 u "o 1Hta na + 1
n=1 n=0
1 2 +oo n
(In(z)) (=1
b de =2 —_—
)/0 1+ a2 ;(271—&-1)3

Exercice 18 : Soit @ > 0 et n € IN. On pose

w/2
(@) = / (sin())* (cos(t))"

a) Déterminer la nature de la série de terme général u, (1).

b) Plus généralement, déterminer la nature de la série de terme général u, ().
—+oo
c) Calculer Z un(a), pour a =2 et a = 3.

n=1
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