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1 Banque CCP

Exercice : 86 banque CCINP
1) Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que sipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.
2) Soit p un nombre premier.
(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (i) k! puis que p divise <Z>
(b) Prouver que : Vn € N, n?» =n mod p.
Indication : Procéder par récurrence.

(c) En déduire que : Vn € IN, pne divise pas n = n?~' =1 mod p.

Exercice 1 : 94 banque CCINP
1) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

2) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € IN.
Prouver que : (alcet b|c) <= ab|c.

x = 6 mod(17)
x = 4 mod(15)

(a) Déterminer une solution particuliere z¢ de (S) dans Z.

3) On consideére le systeme (5) : { dans lequel I'inconnue x appartient a Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systeme (5).

2 Groupes

Exercice 2 : Un sous groupe d’un groupe produit G x G’ est-il nécessairement le produit de deux sous groupes
de Get G'?

Exercice 3 : Soit (G,.) un groupe (non commutatif) d’élément neutre e, soit (a, b, c) € G3. Montrer :

a) (a® =b° = e et ab = ba?) = (a®b = ba et ab® = b%a®)
b) (a® = e et aba™! = b?) = (b*' =¢)
c) (a™lba=b"letblab=0a""') = (a* =b"=¢)

Exercice 4 : Soit (G,.) un groupe et soit A et B deux sous groupes de G, montrer que : AU B est un sous
groupe si et seulement si A C Bou BC A

Exercice 5 : Montrer que
{x+y\/§/x eN,yeZ,z*—3y> = 1}
est un sous-groupe de (IR, x).

Exercice 6 : Soit (G, *) un groupe et A une partie non vide de G. On suppose que A est finie et stable par *.
Montrer que A est un sous-groupe de G.

Exercice 7 : Sous-groupes d’'un groupe cyclique
Soit n € IN* et G =Z/nZ. Soit k € Z et d =k An.



1) Déterminer 'ordre de k dans G.
2) Montrer que k et d engendrent le méme sous-groupe de G.

3) Quels sont tous les sous-groupes de G 7

Exercice 8 : Groupes d’ordre 6
Déterminer tous les groupes finis de cardinal 6. (on admettra que dans un tel groupe, il existe un élément a
d’ordre 2, et un élément b d’ordre 3).

Exercice 9 : Petit théoreme de Fermat
Soit p € IN premier. Montrer que pour 1 < k < p — 1, p divise (Ik))
En déduire que V n € Z, n? = n[p).

Exercice 10 : Soit n € IN tel que n > 2. Déterminer les morphismes du groupe (&,,, o) vers (C*, x).

Exercice 11 : Soit G un groupe fini et H, K deux sous-groupes de GG. On considere 'application ¢ : H x K — G
définie par ¢(h, k) = hk
1) Est-ce que ¢ est un morphisme de groupes ?
2) Soit z € HK, z = hoko avec hg € H et kg € K.
Montrer que les antécédents de z par ¢ sont les couples (hot,t 1ko) avec t € H N K.
3) En déduire que : Card(HK)Card(H N K) = Card(H)Card(K).
4) Montrer que : (HK est un sous-groupe de G) <= (HK C KH) < (HK = KH).

Exercice 12 : Sous-groupes d’un groupe cyclique
Soit n € IN* et G =Z/nZ. Soit k € Z et d =k An.

1) Déterminer 'ordre de k dans G.
2) Montrer que k et d engendrent le méme sous-groupe de G.

3) Quels sont tous les sous-groupes de G 7

Exercice 13 : Groupes d’ordre 6
Déterminer tous les groupes finis de cardinal 6.

Exercice 14 : Soit (G, .) un groupe de cardinal 2n.

1) Justifier que l'on définit une relation d’équivalence % sur G en posant

TRy r=your=y !

2) En déduire existence dans G d’un élément d’ordre 2.

Exercice 15 : Soient a et b deux éléments d’ordre respectifs p et ¢ d’'un groupe abélien (G, *).

1) On suppose que p et ¢ sont premiers entre eux.
Montrer que 1’élément ab est d’ordre pq.

2) On ne suppose plus p et ¢ premiers entre eux.
L’élément ab est-il nécessairement d’ordre pV ¢ 7

Exercice 16 : % Soit (G, *) un groupe cyclique & n élément engendré par a.
Pour r € IN*, on introduit 'application f: G — G définie par

Ve G, f(z)=a"

1) Vérifier que f est un endomorphisme de (G, ).

2) Déterminer le noyau f.

d

3) Montrer que 'image de f est le sous-groupe engendré par a® avec d =n A r.

4) Pour y € G, combien I"équation 2" = y possede-t-elle de solutions ?



3 Anneaux

Exercice 17 : Soient a,b deux éléments d’un anneau (A, +, X) tels que ab soit inversible et b non diviseur de
0.
Montrer que a et b sont inversibles.

Exercice 18 : On appelle nilradical d’'un anneau commutatif (A, 4+, x) ensemble N formé des éléments nil-
potents de A, c’est a dire des x € A tels qu'il existe n € IN vérifiant 2™ = 0.
Montrer que N est un idéal de A.

Exercice 19 : Petit théoréeme de Fermat
Soit p € IN premier. Montrer que pour 1 < k < p — 1, p divise (Z)
En déduire que V n € Z, n? = n[p).
Exercice 20 : Soient a,b € Z et n € IN*. Montrer que : a = b[n] = a" = b"[n?].

Z=c¢).

Exercice 21 : Soient (A, +,*) un anneau commutatif et e un élément idempotent de A (i.e. e
1) Montrer que J = {z € A/x * e = 0} est un idéal de A.
2) On note I = Ae idéal principal engendré par e. Déterminer I + J et I N J.

3) Etablir que pour tout idéal K de A : (KNI)+ (KNJ)=K.

Exercice 22 : Soit (A, +,.) un anneau commutatif et I un idéal de A.
On note VI = {z € A/3n € IN* tq 2™ € I} (radical de I).

1) Montrer que v/T est un idéal de A.

2) Montrer que v/ VI=+I.
3) Montrer que VINJ =vVINVJ et VI+JDVI+VJ.
4) Exemple : A = Z, I = 3648Z. Trouver /1.

Exercice 23 : pged(a + b, ppem(a, b))
Solent a, b entiers, d = a A b, m = a VV b. Chercher (a + b) Am.

xVy=210(x Ay)

Exercice 24 : Résoudre : {
- Yy—x=xTNY

Exercice 25 : Puissances de 7
77

77
Quel est le dernier chiffre de 77 ?
Exercice 26 : Montrer que pour tout n € IN, 327+ 4 27+2 est divisible par 7.

Exercice 27 : Soit (G,.) un groupe cyclique de cardinal n.
Montrer, que pour tout diviseur d € IN de n, G possede un et un seul sous-groupe de cardinal d.

Exercice 28 : Résoudre dans Z? les équations suivantes :
1) 95z 4 71y = 46
2) 20z — 53y =3
Exercice 29 : Une bande de 17 pirates dispose d’un butin composé de N pieces d’or d’égale valeur. Ils décident
de se le partager également et de donner le reste au cuisinier (non pirate). Celui ci recoit 3 pieces. Mais une rixe
éclate et 6 pirates sont tués. Tout le butin est reconstitué et partagé entre les survivants comme précédemment ;
le cuisinier regoit alors 4 piéces. Dans un naufrage ultérieur, seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier sont sauvés.
Le butin est a nouveau partagé de la méme maniere et le cuisinier regoit 5 pieces. Quelle est alors la fortune
minimale que peut espérer le cuisinier lorsqu’il décide d’empoisonner le reste des pirates ?
Exercice 30 : Soit I un idéal de I'anneau produit (Z?,+, x).
1) Onpose 1 ={x € Z/(x,0) € I} et I ={y € Z/(0,y) € I}.

Montrer que I; et Iy sont des idéaux de (Z, 4+, x).
2) Etablir I = I; x Is.
3) Conclure que les idéaux de I'anneau (Z?2, 4, x) sont de la forme xZ? avec x € Z>.

Exercice 31 : Montrer que

nln(2)
Vn >3 o(n) = m

Exercice 32 : Soit n € IN*.



1) Montrer que si H est un sous groupe de (Z/nZ), il existe a divisant n tel que H soit le sous groupe engendré
par la classe de a.

2) Montrer que si d divise n alors il existe un unique sous groupe de (Z/nZ) d’ordre d.
3) Justifier que si d divise n alors le groupe (Z/nZ) possede exactement ¢(d) éléments d’ordre d.
4) Montrer

Vn € IN* Z(p(d) =n
d|n

Exercice 33 : Soit A un anneau commutatif fini non nul.
Montrer que A ne possede pas de diviseurs de zéro si, et seulement si, A est un corps.

Exercice 34 : Soit (G,.) un groupe cyclique de cardinal n.
Montrer, que pour tout diviseur d € IN de n, G possede un et un seul sous-groupe de cardinal d.

Exercice 35 : Soit p un nombre premier différent de 2 et de 5.
Montrer que p divise 'un des éléments de ’ensemble {1,11,111,1111,...}.

Exercice 36 : Résoudre dans Z? les équations suivantes :
1) 95z + 71y = 46
2) 20z —53y =3

4 Polynémes

Exercice 37 : Endomorphisme P — AP [B]

Soit E = K3[X], A= X*—1, B= X*— X, et ¢ I'application de E dans E qui & P associe le reste de la
division euclidienne de AP par B.

Chercher ker(p), Im(p).

Exercice 38 : Calcul de pged
Calculer le pged de P et @ pour :

a) P=X*+X%-3X2-4X -1 b) P=X*-10X2+1
Q=X34+X2-X-1 Q=X*—4X34+6X?—-4X+1

c) P=X5—iX*+ X3 -X2+iX -1
Q=X*"—iX?+3X?—-2{X+2

Exercice 39 : Montrer que les polynémes P et @) suivants sont premiers entre eux. Trouver U,V € K[X] tels
que UP+VQ =1.

a) P=X*+X3-2X+1 b) P=X3+X%2+1
Q=X>+X+1 Q=X’+X+1

Exercice 40 : Soit P € K[X]. Démontrer que (P(X) A P(—X)) et (P(X)V P(—X)) sont pairs ou impairs.

Exercice 41 : Soient n € IN, et tg,t1,...,t, n+ 1 réels 2 a 2 distincts. On note Lg, L1, ..., L, les polynémes de
Lagrange associés.

1) Pour p < n, exprimer le polynéme X? en fonction de Lo, L1, ..., Ly,.

En déduire la valeur de > ¢/L; (0).
7=0

2) Trouver un polynéme P de degré n tel que Vj € {0,1,...,n}, P (¢;)

En déduire la valeur de ) t;"HLj (0).
§=0

_ gn+l1
—tj .
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