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Transformation d’Abel

Exercice 1 : Le but de cet exercice est de montrer que la série
∑ sin(n)

n
converge.

1)

2) On considère la suite (Sn)n∈IN définie par ∀n ∈ IN, Sn =

n∑
k=0

sin(k).

Montrer que cette suite est bornée.

3) On considère maintenant la série
∑ sin(n)

n
.

(a) Exprimer les sommes partielles de cette série en fonction de (Sk)k∈IN.

(b) En déduire que la série est convergente et donner sa somme.

Exercice 2 : Soit (un)n∈IN∗ une suite de complexes telle que

n∑
k=1

uk

n
−→

n→+∞
ℓ ∈ C.

1) On pose, pour n ∈ IN∗, sn =

n∑
k=1

uk et Sn =

n∑
k=1

uk

k
.

Exprimer Sn en fonction de (sk)k∈IN.

2) En séparant les cas ℓ = 0 et ℓ ̸= 0, montrer que
1

ln(n)

(
n∑

k=1

uk

k

)
−→

n→+∞
ℓ.

On admettra que

n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ + o(1)

Intégration des relations de comparaison

Exercice 3 : Donner un équivalent en +∞ de

a) x 7→
∫ +∞

x

e−t2 dt

b) x 7→
∫ +∞

x

e−t

t
dt

c) x 7→
∫ x

e

1

ln(t)
dt

Exercice 4 :

1) Justifier ∫ x

1

ln(1 + t)

t
dt ∼

x→+∞

1

2
ln2(x)

2) Montrer qu’il existe c ∈ IR tel que∫ x

1

ln(1 + t)

t
dt =

1

2
ln2(x) + c+ ε(x) avec ε(x) −→

x→+∞
0

3) Donner un équivalent simple ε(x) au voisinage de +∞.

1


