Correction : Devoir surveillé n°5

MP Clemenceau 2022-23
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Sujet de type CCINP

Notations.

On note
J un intervalle de [0, 4+o00].
f une fonction définie sur J a valeurs dans IR ou C.
g une fonction définie sur [0, 4+o00[ & valeurs dans IR ou C.

Sous réserve de son existence, on note ]79(1‘) = / f()g(zt)dt pour = > 0.
J

Chagque fois qu’aucune confusion ne sera possible, on notera f(z) au lieu de fg(ac)

Objectifs.

Pour différentes hypotheses sur la fonction f, sur I'intervalle J et pour deux choix de g, on se propose de déterminer
la limite de fq(x) lorsque le nombre réel x tend vers 4o0.

Dans la partie 1, on étudie un exemple explicite avec application a des calculs de sommes de séries.

Dans la partie 2, on considere une fonction f définie sur [0, 4+o00[ & valeurs réelles et objectif est d’obtenir la limite
en +oo de ]Z(m) lorsque g(t) = |sin(t)], lorsque f est de classe €' ou lorsque f est continue par morceaux.

1 Une étude de séries.

1.1 Etude de la fonction L.

k oo k
x X
Pour tout x réel tel que la série entiere E <(—1)k1k) converge, on note L(x) = E (—l)k*? sa somrne.
k>1 k=1

Q1) Montrer que la fonction L est définie sur | — 1, 1] et expliciter L(z) pour z €] — 1,1].

k

. . ‘o . 1T A

Correction : On peut dire par exemple que la série entiere Z ((—1)k 1k) a méme rayon de convergence
Ex>1

. . fr k—1 k s

que la série géométrique Z ((—1) x ) Le rayon de convergence de cette derniere est 1.
E>1

Par propriété, le rayon de convergence de la série entiére étant 1 la fonction L est correctement définie sur |—1, 1].
En z = —1 on reconnait la série harmonique qui est divergente.

En z = 1 il suffit d’appliquer le critére des séries alternées pour voir que la série (harmonique alternée) est
convergente.

Conclusion : L est définie sur |—1,1].
On reconnait le développement en série entiere de z — In(1 + x) qui est valable pour = €] — 1, 1].

Q2) Montrer, avec soin, que la fonction L est continue sur I'intervalle [0, 1]. En déduire que L(1) = In(2).

-1 n—1,n
Correction : Soit f, : =+ ()7‘%

- Les f, sont des fonctions continues sur [0, 1].



- Pour tout = € [0, 1], fn(x) est le terme général d’une suite alternée, décroissante en module et de limite nulle.
On peut donc dire que Y (f,(x)) converge par critére spéciale ET que

+o0
> ful)

k=n-+1

1
n+1

Vi e N, < (@) <

Le majorant est indépendant de x € [0, 1] et est le terme général d’une suite de limite nulle. Y (f,) est donc

uniformément convergente sur [0, 1]
Par théoréme de continuité des sommes de séries de fonctions : L € ¢°([0,1])

2k
1.2 Etude de 1l — .
ude easerleZ( cos<3)>

k>1

On consideére la suite (ag)rew+ définie par

2 1
Vp € IN*, =——;VpelN, = t = —
p a3p 3p p a3p+1 3+ 1 et agpi2 312
Q3) Montrer que
3p 3p 2p
1 1 1
D= Y, =) —%
k=1 k=p+1 kop =it P

Correction : On découpe la somme en trois parties selon la congruence modulo 3 de 'indice puis on s’arrange
pour retrouver tous les %

3p P p—1 p—1
Z ar = Z asi + Z azi+1 + Z as3i4+2
k=1 i=1 i=0 i=0
g kL1 BN
= Xy +ZZ 3+ 1+; 3i+ 2

=1
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3p
Q4) déterminer la limite de Zak lorsque p — 400 (on pourra considérer la fonction t — %_H sur un intervalle
k=1
convenable). En déduire la convergence de la série Z ay, et préciser sa somme.
E>1
Correction : On fait apparaitre une somme de Riemann (d’ordre 2p) associée a ¢ : ¢ 175 +2t sur [0, 1]. Comme
la fonction est continue sur le segment, on peut appliquer le théoréme sur les sommes de Riemann.

3 < > r:
> a=2 Z gp - 2 —a
— P p—=4oo o 142t
c’est a dire
PBTOO Z = 111(3)
k=1
En notant (A4,) la suite des sommes partielles de la série proposée, on a montré que Az, — In(3). Comme

Aspi1 = Asp+asprr et Aspro = Aspy1+aspt2 on a aussi convergence vers In(3) des extraites (As,11) et (Aspt2).
Nos trois extraites sont convergentes de méme limite et “recouvrent” toute la suite des sommes partielles. On a

—+oo
> ap =1n(3)
k=1

donc convergence de la série avec



2km
Q5) En déduire que la série Z ( cos ( 3 )) converge et montrer que sa somme est égale a In (%)
k>1

2k

Correction : Soit up = ¢ cos( 3 ) On a ugz, = i, Uspt1 = —Q(Tlﬂ) et uspyo = e

— 3G +2 Ainsi, u, = —3.

La convergence de > (ay) entraine celle de > (u,) et

= 1+ 1 1
;uk 2’;% 5 n(3) n(\/§>

1.3 Etude des séries Z (—Cosg{:a)) et Z (sm(}f@) .

k>1 k>1

* 1 ikt
Pour ¢ €]0, 27| et n € IN*, on note (t) = . et Sn( Ze

On désigne par & un nombre réel fixé dans l'intervalle |0, 27]. Pour simplifier I’écriture des démonstrations, on supposera
T < a< 2.
Q6) Montrer que S, (t) = p(t) (e’ TVt — ¢it),

Correction : S, (t) est la somme partielle d'une série géométrique de raison e’ # 1 et on a donc

eit _ (eit)n+1 ) )
Sn(t) = BT p(t) (eI — )

Q7) Montrer que ¢ € ([, q]).

Correction : On a, pour t # 0[27],

e -1 cos(t) — 1 , sin(t)

#ld) = e =12~ (cos(t) — 1)2 +sin(t)2  (cos(t) — 1) + sin(t)?

¢ est donc une fonction de classe € sur [, o] (ses parties réelle et imaginaire le sont).
[e%

Q8) Montrer que l'intégrale / ei("ﬂ)tgo(t) dt tend vers 0 quand n — +oo (on pourra utiliser une intégration par
s

parties).
Correction : Une intégration par parties donne

ittt d i+t “ 1 i+t '(t) dt
i(n t) dt = t _ i(n
[ e ot = | S| - [ e

@ et ¢ sont continues sur le segment [, ] et sont donc donc bornée sur ce segment. En notant My et M; des
majorants sur ce segment de |p| et |¢’|, on a alors grossiérement

/Oé Z(n+1 ( ) dt 2M0 I (O[ — T)Ml
x n+1 n+1l n-too

On en déduit que

[e3

lim e D o(1) dt = 0

n—-+oo .

(o3

ika
Q9) Expliciter / Sp(t) dt. Déduire de ce qui précede la convergence de la série Z (ek )
T k>1

@

en fonction de In(2) et de / eto(t) dt.

T

too eika
Expliciter la somme ?
k=1

Correction : Par linéarité du passage a 'intégrale, on a
ika ikm

I ral i b oL Y e
/,, ) dt = Z/ di = k ik *iz k i k

1 k=1 k=1

Le second terme du membre de droite tend vers ¢1n(2) (question Q2)). On a aussi

/Sn(t) dt:/ o(t)elnt bt dt—/ ep(t) dt



(03

qui tend vers f/ e"o(t) dt quand n — 400 (question Q8)). On en déduit que

s

) n eika ) e} it
nll}rfoo; : :—111(2)—2/7r e p(t) dt

. ek .
ce qui prouve la convergence de E et donne la somme de la série.

it

2

sin (%)

Correction : On a, pour t # 0[27],

Q10) Exprimer e‘p(t) en fonction de out € [mal.

ezt/2 ezt/2

it — =
o) = S map = g sin(t/2)

cos(ka sin(ka
Q11) En déduire la convergence des séries Z <§€)> et Z ( Ec )> Expliciter leur somme respective. Le
E>1 E>1
résultat est-il conforme avec celui obtenu & la question Q5) ?
Correction : En passant aux parties réelle et imaginaire dans le résultat de la question Q9) on en déduit que

k in(k
les séries Z (cosgca)) et Z (smgca)> convergent et que
k>1

k>1

= cos(ka) (it
> = —In(2) —/7r Re(iep(t)) dt
B “ cos(t/2)
= —1In(2) —/Tr 2sin(t/2) dt
= —In(2) — [In(|sin(t/2)])]7
= —In(2sin(a/2))
sin(ke) /:Im(ieit@(t))dt/:f O

k=1

Le résultat est cohérent avec celui de Q5) puisque 2sin(7/3) = v/3 (27/3 n’est pas dans [r, 27 mais hypothese
importante est seulement o # 0[27]. . .).

2 Limite d’une intégrale.

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue par morceaux sur Uintervalle [0, +oo] & valeurs réelles et

+oo
telle que Vintégrale généralisée / |f(¢)| dt soit convergente. On désigne par g une fonction définie et continue sur
0

I'intervalle [0, +-00[ & valeurs complexes et (sous réserve d’existence) on note fq(x) = / f(®)g(xt)dt pour = > 0.
0

2.1 Existence de j;(x)

On suppose que la fonction g est bornée sur IR™.
Q12) Justifier existence de fg(:c) pour tout > 0. En utilisant la caractérisation séquentielle, montrer que la fonction
f; est continue et bornée sur IR,
Correction : On notera M un majorant de |g| sur IR™.
Soit z > 0.t + f(t)g(xt) est continue par morceaux sur IR et le seul probleme d’intégrabilité est celui au
voisinage de +oo. Or, |f(t)g(x,t)] < M|f(t)| et le majorant est intégrable au voisinage de +oo. La fonction est
donc intégrable sur IR et a fortiori, son intégrale fq(x) existe. De plus

~ +OO
Vo > 0, 1f,@)] < M/o ()] di

ce qui montre que f; est bornée sur R".

Soit a € IR,y . on considere une suite (), de IR4 convergeant vers a.
On pose alors f, 1t — f(t)g(xnt)



— pour tout n € IN, f,, est continue sur IR
— par continuité de la fonction g la suite (f,), o converge simplement vers t — f(t)g(at).
— pour tout entier n et tout réel positif |f,(t)] < M |f(¢]. Or la fonction f est intégrable sur IR .

Conclusion : d’apres le théoréeme de convergence dominée on en déduit que ( fg(xn)) converge vers fy(a),
nelN

donc fg est continue en a. Elle est donc continue sur IR .
2.2 Limite de f,(z) lorsque g(t) = ™.

On suppose que f est de classe €' sur IRT et & valeurs réelles. Soit f,(x) = / f(t)et dt.
0

Q13) Justifier Paffirmation :

+oo
Pour tout £ > 0, il existe un réel positif A tel que / lf)|dt < e
A

a +oo
Correction : D’aprés Iexistence de l'intégrale de |f| sur IR, on a / |f(®)| dt qui tend vers / |f(®)| dt
0 0

quand @ — +o00. En revenant a la définition de la limite, on a donc

/ o) dt’ <

On a a fortiori le résultat demandé (pour € > 0 donné le A précédent convient).

Ve>0, 34 > 0/ Va > A,

Q14) Le nombre réel A étant fixé, montrer que I'intégrale / f(t)e™ dt tend vers 0 lorsque z tend vers +o0o (on pourra
0

utiliser une intégration par parties).
Correction : Une intégration par parties donne, pour = > 0,

/ Foyent g — S 1(0) / ey

f/ est continue sur le segment [0, A] et donc bornée sur ce segment. Une majoration grossiere donne alors

t)e'™t dt

< WAIHISO] Al Moo 0.4y

x

Le majorant étant de limite nulle quand z — 400, on a donc

A
i t)e™ dt =
[ st a0
~ Foo )
Q15) En déduire la limite de fy(z) = / f(t)e™" dt lorsque x tend vers +oo.
0

Correction : Soit € > 0. La question 2.1 donne un A. La question I1.2.2 donne alors un zy au dela duquel

‘fOA f(t)et dt‘ < €. On a alors
/ f' zwt dt

lim fg( )=20

Tr——+00

+oo
Vo > xo, |fy(x / lf(®)] < 2¢

Par définition des limites, on a donc montré que



2.3

Dans toute la suite, on suppose g(t) = |sin(¢)| et on note simplement
+oo

foy= [ solsinGan)| &
0

Etude pour une fonction f particuliere.

On suppose (dans cet exemple) que f désigne la fonction E définie par E(t) = e~ ! pour t > 0, et donc

~ +oo
E(x) = / e~ !|sin(xt)| dt pour x > 0.
0

Q16)

Q17)

Q18)

Q19)

Q20)

Pour v € IR, calculer l'intégrale () = / €™ sin(y) dy.
0

Correction : On peut procéder par double intégration par partie ou (c’est Poption choisie ici) transiter par

I’exponentilelle complexe.
T ; —e™ —1 14+ e™
0(v) = Im v+ ¢ > =Im < < - ) =
(=t ( [ y — -

~ 1
E(z) = 7/ e~ = |sin(u)| du
0

xT

Montrer que pour x > 0,

Correction : Le changement de variable u = tz donne

a 1 ax
Va = 0, / e sin(xt)| dt = f/ e |sin(u)| du
0 T Jo

En faisant tendre a vers +o00, ax — +oo car x > 0 et les différentes intégrales existent (¢ = |sin| est bornée).
On obtient,
- L[t~ .
E(z) = 7/ e~ = |sin(u)| du
T Jo
(k+1)7r u km
Exprimer pour k € IN et pour tout « € IR*, l'intégrale / e~ = |sin(u)|du en fonction de e~ = et de 0(v)
km

pour un -y convenable.
Correction : Le changement de variable v = v — k7 donne

(tb)m T ik . (1
/ e = |sin(u)| du = / e F | sin(v)| dv = e 0 <—>
k 0

- X

. - _km -
Justifier, pour > 0, la convergence de la série E (e” = ). Préciser sa somme.

k>0
Correction : La série proposée est la série géométrique de raison e~ =. Sa raison est dans | — 1,1[ et la série
converge avec
+oo kx| 1
Ze t T l—e %

k=0
Expliciter E(z) pour z > 0. Déterminer la limite de E(z) lorsque z tend vers +oco.

~ (n+1)7 .
Correction : E(x) est la limite quand n tend vers +oo de %/ e~ = |sin(u)| du. Par relation de Chasles
0

et avec les questions précédentes, on a donc

—+o0 _m
~ 1 ke 1 T l+e =
E = — 770 _— = — 75

(@) mkzzoe < :c) 22+7m2l—e"%

us 7T . . ’ . . N . .
Quand z tend vers o0, ona 1l —e" = ~ — ce qui permet de lever 'indéterminantion quand on passe & la limite
x
et d’obtenir
lim FE(z) =

r—r+00

2
T



2.4 Etude générale.

On désigne de nouveau par f une fonction quelconque continue par morceaux sur lintervalle [0, +oo] et telle que

Pintégrale généralisée fOJrOO |f(t)| dt converge et on note

21)

22)

+oo
f(z) :/0 f(@®)|sin(zt)| &t pour z >0

Lemme préliminaire.

2kt X cos(2kt
Pour tout réel ¢ tel que la série ];1 <(Z:2(_1)> converge, on pose h(t) = 2 (252(7_1). Montrer que la fonction h
est définie et continue sur IR.
cos(2kt) 1

Correction : Notons hy : ¢+ (hi) est une suite de fonctions continues sur IR et ||hg||oo <

Ak2—1° Ag2 — 1 ™

est le terme général d’une série convergente. Z(hk) est ainsi normalement convergente sur IR et, par théoreme de
continuité des sommes de séries de fonctions,
h e €°(IRT)
On admet 1’égalité
2 4
vVt e R, |sin(t)| = — — —h(t)
T

Limite de f(z) dans le cas €.
On suppose de plus que f est une fonction de classe ‘51~sur IR". En utilisant les résultats obtenus dans la partie
2.2 et la question précédente, déterminer la limite de f(x) lorsque © — +o00. Le résultat est-il conforme & celui
obtenu pour la fonction E?

2

- too 4
Correction : On a ainsi f(z) = / f) ( — h(xt)) dt et comme f est intégrable, on peut découper
0 T ™
Iintégrale en deux pour obtenir
Fo=2 [ swde—= [ fontan a
T Jo T Jo

x > 0 étant fixé, par définition de A, on a

+

f(t) cos(2kxt)
V>0, f
4 2kt
Hy : t— % est une fonction continue sur IR et >"(Hy,) converge simplement sur IRY vers ¢ + f(t)h(xt)
t
elle méme continue sur IRT. De plus |Hy(t)| < 4'1;7;( )ll montre que Hy, est intégrable avec

+oo 1 +o0
<
| i < o [ ol

qui est le terme général d’une série convergente. Le théoreme d’interversion somme-intégrale s’applique et permet
d’écrire que

oo ) cos(2kat) = 1 Feo
/O f()h(xt) dt = Z/ T dt:I; (%2_1/0 f(t) cos(2kat) dt)

1

+o0 1
Posons maintenant Fy(z) = PTE / f(t) cos(2kat) dt =
—1Jo

+o0 u
4k2 — 1 =2
02 1 /o f(2k:) cos(ux) du (on a posé u = 2kt).

) est de classe ¢! alors Fi(z) — 0 quand 2 — +o0 (on passe du

- D’apres la partie I1.2, comme u — f (Zk;

résultat avec e’ & celui avec cos(z) en passant & la partie réelle).
1 oo
- Vo >0, |Fi(z)] < w1 / |f(t)| dt. Le majorant est indépendant de x et est le terme général d’une série
—1Jo

convergente. 3 (F}) est donc normalement convergente sur IR™* (et donc au voisinage de +00).



Le théoreme de double limite s’applique et indique que

“+oo
lim F(Oh(t) dt =0

T—+0o0 0

En combinant tout cela on obtient finalement que

T—+00 s

~ +oo
lim f(z) = g/0 f() dt

+o0 5
Comme / e~ dt =1, ceci est compatible avec le résultat pour F.
0

23) Cas d’une fonction continue par morceaux.

a)

b)

Une limite.

Etant donnes deux nombres réels 8 et § tels que 0 < S < 4, on considere, pour z > 0, 'intégrale
dx

x) = / | sin(xt)| dt. Montrer que F(z) = %/ | sin(w)| du.
B

Bx

x ox
On pose p la partie entiere de ﬂ— et q celle de —. Pour x > donner un encadrement de F(z) en fonction
T ™

™
§— B’
de p,q et z.

En déduire que F(x) tend vers %(5 — B) lorsque x — +00.

Correction : Il suffit de poser u = xt pour obtenir
Sx
F(z) = 7/ | sin(u)| du
x xr

Par définition de p et g, on a pr < Bz < (p+ 1)w et gm < dz < (¢ + 1)m.
Six >

3 T 3 alors dx — fa > 7; or, gm — (p+ 1)m > dz — Bx et donc ¢ —p+1 > 1 ou encore ¢ > p. On effectue,
avec la relation de Chasles, le découpage suivant :

(p+1)m (k+1)m ox
xF(z) = / | sin(u)| du + Z / | sin(u)| du + / | sin(u)| du
q

T k=p+1 T

Par m-périodicité de [sin|, le terme du milieu vaut (¢ —p — 1) [y |sin(u)| du = 2(q — p — 1). Les bornes des
intégrales étant dans le bon sens, on peut majorer (resp. minorer) les premier et troisiéme termes en majorant
(resp. minorant) |sin(u)| par 1 (resp 0). On a alors

20¢g—p—1) < aF(z) <2(q—p—1)+((p+ 1) — Bx)+ (dx —qr) < 2(¢—p—1)+27

é §
Deplus—x—l—@—l —-p—1¢< —x—@etdonc
T T

N

2(6-5) _

s

< F(2)

N

8o

Par théoreme d’encadrement, on a finalement

lim F(z) = %(5 - B)

r—+o0

Limite de f(x) dans le cas d’une fonction continue par morceaux.
Si J est un intervalle de IR™ et si f est une fonction continue par morceaux sur J & valeurs réelles et telle que

I'intégrale / |f(t)| dt existe, on note toujours
J

x) = /Jf(t)|sin(tx)| dt

Quelle est la limite de f(x) lorsque z tend vers 400 :
- lorsque J est un segment et f une fonction en escalier ?
- lorsque J est un segment et f une fonction continue par morceaux ?
- lorsque J = IR et f une fonction continue par morceaux ?
Correction :



Si f est en escalier sur J = [a,b], il existe une subdivision a = ap < a1 < --- < ap = b telle que f est
constante (égale & ¢;) sur |a;, a;41[- On a alors

!

Ak41 _
f(z) = ck/ | sin(xt) |dt e Zc M

Par ailleurs,

/ f(t) dt = ick(ak—i-l - ak)
J k=0

Jim @) == [ gy ar

Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b], f est uniformément approchable sur [a, b] par une suite
de fonctions en escalier. Soit ¢ > 0 il existe ¢, fonction en escalier, telle que ||f — ¢|lco,s < €. D’apres le

2
@(w)—f/ga < €. Pour = > z, on a alors
mJg

fw -2 [roal < |fw-s@|+fs@-2 [ ol |2 [o2- [ 1a

Par choix de x, le second morceau est plus petit que €. Le troiseme est plus petit que %|b — ale. Le premier

et finalement,

premier cas, il existe x( tel que si z > xg,

b
est majoré par / |f(t) — ¢(t)] dt et donc par (b — a)e. On a donc

’f(x)—i/]f(t)dt‘ < <i|b—a|+|b—a|+1)5

En revenant a la définition des limites, on a montré que

Jim @) =2 [ gy ar

Supposons f est continue par morceaux sur IR*. Soit € > 0; comme en 2.1 on trouve un A tel que

+oo
/ |f(®)] dt < e. D’apres le cas précédent, il existe xq tel que si x > xg on a
A

) A
in dt — —
Olsinat) dt == [ 1

‘f(x)—zfom 0 dt] < /Amlf(t)l+

< e. Pour z > x¢, on a alors

/OAf(t)lsin(xt)I dt—i/oAf
) - S A il < (2+2)e

En revenant a la définition des limites, on a montré que

™

2 [Toe
+2 / £
T JA

Avec les choix faits, on a a ;ors

Tr——+0o0 s

~ +oo
lim f(z) = 7/0 ft) dt



Sujet de type Mines

Théoreme taubérien de Hardy-Littlewood-Karamata

Dans tout le probleme, I désigne l'intervalle ]0, +oo.

A Une intégrale a parametre

1)

2)

3)

4)

Pour tout x € IR on pose, sous réserve d’existence,

+oo e~ U +oo e~ U
F(x) = ——du et K= —du
@=] Vawro A Vi

est intégrale sur I.

e—u

\/a —

. . € . . . .
Correction : La fonction v : u — —= est continue sur I comme composée de fonctions continues.

Vu
1 1
On a ¢(u) o wijz OF la fonction u — i est intégrable sur ]0,1] car 3 < 1

Donc par comparaison & une fonction positive, 1 est intégrable sur |0, 1]

Démontrer que ¥ : u +—

1
De plus par croissance comparée u21)(u) - 0 donc ¥ (u) = o <2>
u—>+o00 u—+oo \ U

1
or la fonction u + — est intégrable sur [1,+oo[ car 2 > 1
u

Donc par comparaison & une fonction positive, 1 est intégrable sur [1,4o00[

e*’u

Nz

Déterminer les valeurs de  pour lesquelles F'(z) est définie.

—Uu

Ainsi| ¢ :u+— est intégrale sur I | En particulier, on en déduit 'existence de K.

Correction : On pose f, : u— ————
— Siz <0, la fonction f, n’est pas continue par morceaux sur |0, +oo[ donc F(x) n’est pas définie.

—x +oo C
On peut préciser que de plus (u)du et / f(u)du ne sont pas définies car f(u)
0

—x

~
u——z U+ T

1 L
—75 et u— — n’est pas intégrable sur

— Si & =0, la fonction f, n’est pas intégrable sur ]0,1] car f,(u) N T3 57
u—0 U [

10, 1] (intégrale de Riemann).

ISH

— Siz > 0, la fonction f, est positive et pour tout u € I, f,(u) < —1(u). Comme 9 est intégrable sur I (question

1.), f. est intégrable sur I.
On en déduit que la fonction F' est définie sur I =]0, +o0].

A Taide de la caractérisation séquentielle montrer que F' est continue sur I.
Correction : soit a € I. On considere une suite (2,,),cy d’éléments de I convergeant vers a. Pour n € IN on
—Uu

pose fn :u > ( . Ces fonctions sont continues sur IR} et la suite de fonctions converge simplement vers

e
U+ Ty)J/u
—Uu

(u+a)yu’
Soit § > 0 tel que [a — d,a + 0] C I. Comme la suite (z,,),, .y converge vers a, il existe N tel que pour tout n > n
x, est dans [a — §,a + 4.

U

—Uu —Uu

e e
On a alors pour tout entier n > N et tout v dans IR}, | f,,(u)| < —————=. Or la fonction u —

(uta—o)u (uta—0)u
est intégrable sur IR’ , on en déduit, par le théoréme de convergence dominée, que la suite (F(z,,)) ne converge
vers F(a).

Conclusion : par caractérisation séquentielle la fonction F' est continue en a, ceci pour tout a de IRY, donc la
fonction est continue sur IR, .

Question & admettre Montrer que la fonction F est de classe € sur I et exprimer F’(x) sous forme intégrale.
+oo —u
—e
Réponse : F’:x»—>/ ——du
P o Vu(u+z)?

10



5)

6)

7

En déduire que pour tout « € I, zF'(z) — (z — 3)F(z) = - K.

Correction : Soit « € I. Calculons F'(x) par intégration par parties.

—y ] too +o0 —u o0 —u
2/ ue } N / 2/ ue du+ / 2\/ue i
0 0

F(x){ T+ u Tt u @ +u2™

0

Toutes les intégrales sont bien définies car F'(x) est défini et que le < crochet » vaut 0 d’apres les limites usuelles.

On a

2/+°° ue‘“duH/*‘”ue‘“du

o (T+u)u o (z+u)PVu

2 +ooe_udu—2x/+oowdu+2/+mwdu—2x/+me_udu
o Vu o (@t+u)u o (zH+u)u o (@+u)PVu

en écrivant u = (u + x) — = dans les deux termes

2K — 2xF (z) + 2F (z) + 22 F'(z)

Finalement on obtient bien xF’(:v) —(z— %)F(x) =-—K|

Pour tout = € I, on pose G = /ze ® F(z). Montrer qu’il existe une constante réelle C' telle que pour tout
xel,Glz)=C—-K - /
Correction : La fonction G cx = /re ® F(x) est dérivable sur I et pour tout x € I,

1

G'(z) — \/Ee””> F(x) + Vre " F'(z)

_ <:cF’(:c) (z— ;)F(x))

d’apres la question précédente.

De ce fait, comme G’ est continue et que I est un intervalle, en intégrant, il existe une constante C' telle que

Veel,G(x)=C— K/ —dt

Déterminer les limites de G en 0 et +00, et en déduire la valeur de K.

Correction :

— Calculons la limite de G en +o0o. La fonction F est positive (par positivité de lintégrale) et décroissante
(car la dérivée est négative) donc elle tend vers une limite finie ¢ en +o0o. De ce fait, :,;Erfoo G(z) = 0 car

lim +/ze ™ =0.

Tr—r+o0
D’autre part, en utilisant la formule trouvée & la question 6). on obtient que G(z) tend vers C' — K? lorsque x

tend vers +00. On en déduit que .

— Calculons maintenant la limite de G en 0. Comme e® tend 1 lorsque = tend vers 0, on peut se contenter de
calculer la limite de /2 F(z). On effectue le changement de variable affine u = at licite car cela définie une
bijection strictement croissante de IR}, dans lui-méme et est de classe 61,

+oo $\/§€71t +oo 6*1’75

VeF@ = o™ ), Vias o

On peut alors faire tendre x vers 0.
On utilise encore la caractérisation séquentielle de la limite a ce stade de ’'année mais voici la version utilisable
en concours :

On applique pour ce faire la version continue du théoreme de convergence dominée. En effet pour tout ¢ € I, la
—xt —xt

e 1
fonction £ —» ——— tend vers ——— quand zx tend vers 0. Pour tout z € IR, la fonction t » ——
VI + 1) Vi + 1) " VI + 1)

est continue (par morceau) sur I et pour tout x € IR’ et tout t € I,

—xt

‘\/fe(1+t)‘ S \/5(11+t)

11



N

1
ou t — ———— — est intégrable sur I. On en déduit que
V(1 +t)

+oo 1

Maintenant, cette derniére intégrale se calcule en posant v = v/t : la fonction ¢t €]0, +oo[ v/t est de classe €7,
strictement monotone et induit une bijection de |0, +o0c[ sur lui méme). On obtient,

+o0 too 9
ot / % = 2 [arctan(v)]; ™ = .

D’autre par en reprenant la formule trouvée en & la question 6). on obtient que G(z) tend C lorsque = tend
vers 0.

En conclusion K2 = C = 7 et donc .

B Etude de deux séries de fonctions

8)

9)

e*’I’LCE

+oo
7 et g(r) = ;ﬂe*m.

—+o0
Dans toute cette partie, on pose f(z) = Z
n=1

Montrer que f et g sont définies et continues sur I.

Correction :

— Soit z € I, la série Ze*”“" converge car e~ "* = (e”*)" et que |e”*| < 1 (série géométrique). De plus, pour
—nz —nx

. _ . PRSI s - €
tout entier n > 1, — < e~ ™ donc par comparaison de séries a termes positifs, la série E
n

vn

converge

aussi. La fonction f est définie sur I.

—nx

Jn

Maintenant pour tout entier n, la fonction z —

est continue. De plus, pour tout a € I, la fonction

e~ nw
T —

NG

est bornée sur [a, +oo et

—nx

vn

e—na

00, [a,+oo] \/ﬁ

T —

—na

o €
Comme la série )

la série de fonction définissant n converge normalement donc uniformément sur tout

segment de I d’ou f est continue.

— Soit € I, & partir d’un certain rang, v/ne™ " < e~ "*/2 car \/ne tend vers 0 lorsque n tend vers 400
et est donc inférieur a 1 a partir d’un certain rang. De ce fait, en procédant comme ci-dessus, on montre que g
est aussi définie et continue sur I.

+oo e~ uz

+oo
[ pwsiws |

En déduire un équivalent de f(z) lorsque = — 0.

—nx/2

—uxr

e

\/adu.

Montrer que pour tout z € I,

e—u%‘

Correction : Soit x € I, on étudie 0 : u — ——. Elle est décroissante car u — e~ “* est une fonction décroissante

Vu
a valeurs dans IRy et que u — aussi. On peut donc utiliser la méthode de comparaison série-intégrale.

Précisément, pour tout entier N,

L
NG
N-1 N e N
/1 O(u)du < Z Tn </0 0(u)du

n=1

En faisant tendre N vers +oo on obtient,

/1 " uydu < io 7)< / " owdu.

n=1

Notons que les intégrales convergent d’apres la question 1.

12



10)

11)

On pose v = ux dans les deux intégrales et on obtient que

1/+<>06—vdv_1 T e dv<f($)<1/+oo ¢’ dv = /+OO ¢’
\/E T \/{} T Jg \/1% h \33 0 U/l' f

—v

+oo
e
Par encadrement, on en déduit que v/zf(z) tend vers / dv lorsque x tend 0, ce qui est égal & /7 d’apres
0

Jo

la question 7).

En conclusion | f(x) ~ \/?
TrT—r X

Montrer que la suite (Z 7 2\/ﬁ> converge.

n>1
1 L 1

NI A
n n 1
;vk:;ﬁ_z\/ﬁ

2(Vk — vk —1). On a donc, par téléscopage,

Correction : On pose pour k > 1, v =

pour tout entier n > 1,

N

1
Or la fonction t — —= est définie et continue sur I et décroissante. De ce fait, pour tout & > 2,

Vit k—

Cela implique que (pour k > 2)

—_

/:1}‘“ v

1 1
0 <

Cvp € e — —
S TS VR

La série Y vy est donc une série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées car

- 1
VnelN*,g Uk\U1+E 14+
k=1 = Vk \f

no1
On en déduit que la série Y vy converge et donc |la suite (Z T 2\/5) converge.
k=1 n>1

Démontrer que pour tout z > 0, la série Z (Z f) "* converge et exprimer sa somme h(x) en fonction de
n>1
f(z) pour tout x € I.

Correction : Soit z € I. Pour tout N > 1

=
N
M:
; -
N———

a

:

\
M= T+
(B
M=

a

:

— kL 1l—e
N N
1 1 —kx 7(N+1 T 1
= —e
o e
k=1 k=1
La premiere partie est une série convergente qui tend vers [y f(x). La deuxieéme partie tend vers 0, en effet,
L |
d’apres la question précédente, les sommes partielles > —= sont équivalentes & 2v/n et 2v/ne™ (N+1z tend vers 0

k=1
lorsque N tend vers +o0.

En conclusion |la série converge et sa somme h(z) vaut h(z) =

On pouvait aussi utiliser un produit de Cauchy.
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NG
23/2
1 [r 7w

Correction : En utilisant les résultats des questions 9) et 11), on obtient que | h(x) ~o oA T T e
=0z \l 2 o

12) En déduire un équivalent de h(x) lorsque  — 0. Montrer alors que g(z) est équivalent & lorsque x — 0.

n
1
Maintenant, on pose () la suite définie & la question 10). par o, = Z 7 — 2v/n.
k=1

On a donc pour = € I,

400

n 1 o
h(z) = Z(};\/Ee >

oo
= Z(Z\/ﬁ +ap)e ™

n=1

+oo
= 2¢(x)+ Z ape” ™ car les deux séries convergent
n=1

Maintenant, on a vu & la question 9. que («,) était une suite positive, croissante et convergente. Si on note A sa
limite, on a pour tout x € I,
+oo —+oo

n=1 n=0

<A

A4
X

1—e 2 z—0

On en déduit que
“+o0
Zae*m:O 1 = o L
1 " z—0 \ T z—0 x3/2
T

1
Finalement, g(z) ~ —h(z) o A
T—r €T

z—0 2

C Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers
A tout ensemble A C IN on associe la suite (a,,) définie par

o — 1 sin€A,
"7 1 0 sinon.

—+oo
Soit I4 ’ensemble des réels x > 0 pour lesquels la série Z an e~ "™ converge. On pose fa(z) = Z an, e~ " pour tout
n=0 n=0
x € I4. Enfin, sous réserve d’existence, on pose ®(A) = lin}) xfa(x) et on note S ensemble des parties A C IN pour
T—r
lesquelles ®(A) existe.

13) Quel est ’ensemble T, si A est fini? Si A est infini, montrer que 'on peut extraire une suite (b,,) de la suite (a,)
telle que pour tout n € IN, b,, = 1. Déterminer I4 dans ce cas.

Correction : Si A est fini alors la suite (a,,) est presque nulle. De ce fait, pour tout « dans IR, la série ( Y a,e™"%)

n>=0
converge. On a alors | [4 = IRy |

On suppose que A est infini. On veut construire une extractrice, ¢ strictement croissante de IN dans IN telle que
pour tout entier n, b, = a,,) = 1. Pour cela on pose ¢(0) = min A et pour tout entier n > 0, p(n +1) =
min(AN]p(n), +oo[). La définition & bien un sens, car pour tout entier n, ANJy(n), 400 est une partie non vide
(car A est infini) de IN qui admet donc un plus petit élément. Par construction, on a bien que ¢(n 4+ 1) > ¢(n)
donc ¢ est strictement croissante et a,(,) = 1 car ¢(n) € A.

Dans le cas ol A est infini, si z = 0 la série ( Y a,,) diverge car sinon les sommes partielles seraient majorées ce qui
n>=0

L . . . . . N _ N

impliquerait que A serait fini. Maintenant pour x > 0, on a pour tout entier N, > " jane™ ™ < > " e "™ <

T La série est donc une série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées. Elle converge.
-

Onadonc I, =R} =1|
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14) Soit A € S et (ay) la suite associée. Pour tout entier naturel n, on note A(n) 'ensemble des éléments de A qui

sont < n. Vérifier que pour tout = > 0 la série Z Card(A(n))e™"® converge et que
n=0

~— e fa(@)
> Card(A(n))e ™" = 1fe_$

n=0

n
Correction : Soit z € S. Pour tout entier n, on a par définition de A(n), Card(A(n)) = > ax. On en déduit que
k=0
pour tout entier N

N N /N
Z Card(A(n))e ™™ = Z <Z ake_m”>
n=0 k=0

n=0
n N
k=0 n=k
1 N N
—k —(N
- e (S (e t)
k=0 k=0
. . 1 .\ .
Maintenant, quand N — 400, le premier terme tend vers 1 —f A(z) et le deuxiéme terme tend vers 0 car il est
—e
+o00
majoré par (N 4 1)e~V+1D? qui tend vers 0 quand N. En conclusion, la série converge et Z Card(A(n))e ™" =
n=0
1
x).
pp—AC)

Dans la question suivante, A = A; désigne 'ensemble des carrés d’entiers naturels non nuls.

+o0
fa, (x) = Z |v/n] e ™ oun |-] désigne la partie enticre.

15) Montrer que si z > 0,

o
1 © n=0
'S S, (2)
En déduire un encadrement de E Ve " — 1 A ——, puis un équivalent de fa, en 0. Prouver alors que A; € S
—e
n=0

et donner ®(A4;).

Correction : Soit z > 0. Soit n > 0, A;(n) = {1,4,9,---,p*} ou p?> < net (p+1)? > n. Cest-a-dire que
p < v/n <p+1. On en déduit que Card(A;(n)) =p = [V/n].

Des lors, en utilisant 14). on obtient que

fAl (.’L‘) _ = —nxr __ = —nx
L = Z Card(A;(n))e ™ = ZL\/ﬁJe .
n=0 n=0
Maintenant, par définition de la partie entiere, pour tout entier n,
Vi) < Vi < [Vn]+1

d’ou,

1—e® 1l—e= ' ]1—e=®

+o00 +oo ~+o0
fAl(x?/ _ ZL\/’EJG_TM < Z\/ﬁe—naz :g(m) < Z(L\/ﬁj +1)e—nm _ fAl(x) + 1
n=0 n=0

n=0

En conclusion,

fAl ({E) 1
0 < — < .
9(x) 1—e® l1—e®
On utilise alors I’équivalent trouvé a la question 11. On a que

B $3/2f,41($) - 23/2

0 < 2?2 < :
zg(x) 1—e® 1—e®

15



T
Comme le terme de droite tend vers 0 car il est équivalent en 0 & /z et que 3/ 2g(z) tend vers % lorsque x

232 f4, (x) VT

tend vers 0. On en déduit (par encadrement) que —— tend vers 5 lorsque x tend vers 0 et finalement
—e

m
Fan@) T
z—0 2\/5
On en déduit que xf4, (x) tend vers 0 lorsque z tend vers 0 et donc que A; € S et ®(A;) = 0.

Dans la question suivante, A = A, désigne ’ensemble constitués des entiers qui sont la sommes des carrés de deux
entiers naturels non nuls. On admet que A appartient & S, et on désire majorer ®(As).
Soit v(n) le nombre de couple d’entiers naturels non nuls (p, q) pour lesquels n = p? + ¢>.

16) Montrer que pour tout réel = > 0, la série Z v(n)e™ ™ converge et établir que
n=0

—+oo

Yo vn) e = (fa,(2))*.

n=0

Montrer alors que pour tout @ > 0, fa,(z) < (fa, (z))?. En déduire un majorant de ®(As).
Correction : Pour tout entier n, on pose v(n) le nombre de couples d’entiers (p, q) pour lesquels, p? + ¢ = n. Si
on pose (ay) la suite définie par
{ 1 sin est un carré parfait
M= 0
sinon.

n

on a que pour tout entier n, v(n) = Y. ara,—i. En effet on parcourt tous les couples (k,n — k) et on teste si k et
k=0

n — k sont des carrées parfaits.

nx

Maintenant pour tout x > 0, la série Z ane”
n>=0

gente). D’apres la formule du produit de Cauchy, la série > w(n) converge aussi olt pour tout entier n,
nz=0

n n
w(n) = E are %% .a, e (R = ( E akank> e " =w(n)e ™"
k=0 k=0

De plus la somme est donnée par

est une série positive convergente (et donc absolument conver-

+o0 oo ?
et = (Z ) = (fa @)

Maintenant, si on considere (b,) la suite définie par I’ensemble As, on a donc pour tout entier n, b, < v(n), car
des que b,, vaut 1 alors v(n) vaut au moins 1. On en déduit directement que pour tout = > 0,

+oo +oo
Fas(@) =D bpe™™ < Y w(n)e™" = (fa, (0)
n=0 n=0

JE
z—0 Qﬁ

que Hn% 2(fa, (7)) = % En admettant que Ay € S et en passant & la limite, on obtient que | ®(A3) <
r—r

Par suite, zfa,(7) < z(fa, (z))?. En réutilisant 'équivalent, fa, () trouvé a la question 15, on obtient

e

D) Un théoréme taubérien

nx

Soit (an)n>0 une suite de nombres réels positifs tels que pour tout réel x > 0, la série Z an, €™ converge. On

n=0
suppose que

+oo
3 —nT _
il_r}r%) <a:20ane > =/{€[0,+o0].

On note F I'espace vectoriel des fonctions de [0, 1] dans IR, E le sous-espace de F' des fonctions continues par morceaux
et Ey le sous-espace de E des fonctions continues sur [0,1]. On munit E de la norme || ||o définie par la formule

[¥]lc = sup [¥()].
te[0,1]
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17)

Si ¢ € E, on note L(¢) Papplication qui & x > 0 associe

+oo
(L)(@) =D ane " g(e™™).
n=0

Montrer que L(t)) est bien définie pour tout ¢ € E et que application L est une application linéaire de E dans
F. Vérifier que pour tous 91,19 dans Eq, 1 < 9 entraine L(11) < L(s).
Correction : Soit ¢ € E. C’est une fonction continue par morceaux sur [0, 1]. Elle est en particulier bornée. De

ce fait, pour tout x > 0, la fonction L(v) est définie en x, en effet la série Y, ane™"ip(e™"*) est absolument
n>=>0
convergente donc convergente car pour tout entier n,

lane™™ Y (e™™*)| < [|Yl|ocane™"
et la série (Y ane ") est convergente par hypotheése.
n>0
L’application L est linéaire d’apres la linéarité de la somme des séries.
De plus si ¥; < 9 alors pour tout > 0 et pour tout entier n,

car ae”™ > 0. En passant a la somme L(v1)(z) < L) (x).

On note F; 'ensemble des ¢ € E pour lesquels lin% x(L(y))(x) existe et si i) € Ey, on pose
r—

18)

19)

A(®) = lim 2(L(¥)) ()

Vérifier que E; est un sous espace vectoriel de E et que ’application A est une forme linéaire continue de (E1, || ||oo)-

Correction : La fonction nulle 0 appartient & E; car L(0) est la fonction nulle. De plus, si ¢ et 15 appartiennent
a F; et si A\, u sont deux scalaires, on pose ¢’ = \ip; + pps. On a alors pour tout z > 0,

2(L(") () = Ax(L(¥1))(x) + pa(L(y2)) (@)

Quand z — 0, les deux termes ont une limite finie par définition (& savoir AA (1) et pA(1h2)). Donc z(L(¢'))(x)
a une limite finie et de ce fait, ¢’ € E.

On a bien montré que F; était un sous-espace vectoriel de E.

De plus, on vient de voir qu’avec les notations précédentes, A(Ay + upa) = AA(¢1) + pA(12) ce qui signifie que
A est une forme linéaire.

Il reste & montrer que A est continue sur (Ey, ||.||o0)-

Soit ¢ € Ey, d’apres les calculs de la question 17), pour tout = > 0,

(L)) (z)] = =

“+oo
> e ()
n=0

+oo
<7 Z ane”""[|Y]|o
n=0

En faisant tendre x vers 0, on obtient alors que

(AW =] lim z(L()) ()] < £[d]]oo-

Cela implique bien que ’ la fonction A est une forme linéaire continue sur (E1,||.||oo)- ‘

Montrer que pour tout p € IN, e, : ¢t € [0,1] — P appartient & E; et calculer A(e,). En déduire que Ey C E; et
calculer A(v) pour tout ¥ € Ej.

Correction : On pose e, : t — tP pour p € IN.

+oo
— Pour p =0, on a pour tout & > 0, (L(eg))(x) = > ane ™. De ce fait, ey € Ey et
n=0
“+oo
A(eo) = ;g%z 2%04"67”:” =/
n—

par hypothese.
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— Pour p > 0, on a pour tout z > 0,

+oo +oo
(L(ep))(@) = Y ane ™ (™) = 3 ane” ") = (L(eq))(p + 1)a).
n=0

n=0

On en déduit que

1 14
z(L(ep))(z) = Zm(iﬂ + D (L(eo))((p + 1)z) = 1
Finalement, | pour tout p € IN, e, € E1 et A(ep) = I%

1
On en déduit par linéarité que pour toute fonction polynomiale P sur [0,1], P € E; et A(P) = ¢ / P(t)dt car
0

1
pour tout entier p € IN, A(e,) = E/ ep(t)dt.
0

Maintenant, si ¢ est une fonction continue sur [0, 1], d’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (Py) de
fonctions polynomiales sur [0, 1] qui converge uniformément vers .

Posons, pour tout entier k, Fy :  — z(L(P))(z) et F : x — z(L(v))(x). En reprenant les calculs précédent, on
obtient que pour tout z > 0,

+oo
|Fiu(2) = F(2)] < ) wane™||Pe = $lloo = [|Pe — ¥l]oct(L(e0)) (2).
n=0

Maintenant, pour tout a > 0, la série de fonctions ) a,,e™™* converge normalement sur [a, 1] donc la fonction
x — L(eg)(z) est continue sur ]0,1[. Il en est de méme pour = — x(L(ep))(z). Cette derniére se prolonge par
continuité en 0 (car elle tend vers ¢ en 0). En particulier, elle est alors continue sur [0,1] et donc bornée. Cela
permet de déduire que (F}) converge uniformément sur ]0,1] vers F. Comme de plus, par hypothese, pour tout
k>0, lin%) Fy(x) = A(Py). D’apres le théoreme de la double limite, la suite (A(Py)) converge (on le savait déja)
et T—r

lim F(z) = lim A(Pg).

z—0 k—4oc0

Cela signifie que ¥ appartient a F; et que

AW)= lim A(P)= lim ¢ 1Pk(t)dtzé/1w(t)dt.
0

k— 400 k— o0 0

La derniere égalité découle du fait que (Py) converge uniformément vers .

Pour tous a,b € [0,1] tel que a < b, on note 1[5 : [0,1] — {0, 1} la fonction définie par

1 sizé€la,b]
Lot (%) = { 0 sinon.
Soit a €]0,1[ et € €]0, min(a, 1 — a)[. On note
1 sixz€0,a— ¢
a—x
g—(z) = z—: siz €la—e¢,a]
0 siz € [a,1]
et
1 siz € |0,dal
a+e—x .
g+ () = — siz €la,a + ¢|
0 siz € la+e,1].

20) Vérifier que g_ et g, appartiennent a Ey et calculer A(g_) et A(gy). Montrer alors que 1}, € E; et calculer
A(1jg,q)). En déduire que Ey = E et donner A(1)) pour tout ) € E.
Correction : Les fonctions gy et g_ sont affines par morceaux, de plus,
. a—(a—e¢) . a—a
lim g_(x)= ———=1; lim g_(x) =

z—(ac)t £ z—a~ £

=0.

On en déduit que g_ est continue sur [0, 1]. De méme pour g .
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On a donc

/:Odt) :z[(a—e)+g} =z(a—§).

_e/ dt—E(/ 1dt+/ a
0 a—e

Un calcul similaire, donne A(gy) =€ (a+ £).
On remarque alors que pour tout € > 0, g— < 1jg,q < g+. De ce fait, en utilisant 16. on obtient que pour tout
x>0,
2(L(g-))(z) < 2(L(1p,q))(@) < z(L(g+)(2)).
Maintenant,
lim 2(L(g-))(

z—0

&
N
I
~
~~
Q
|

alors il existe n_ tel que 2 < n— implique z(L(g-))(z) = £(a—5) —£(5) = £(a —€). On procédant de méme on
obtient 74 tel que # < ny implique 2(L(g+))(z) < £(a+5)+£(5) = ¢(a+¢). En prenant = min (n—,74) on
obtient que pour x < 7,

t(a—e) < z(Lg-))(x) < z(L(ljpq))(z) < 2(Llgy)(z)) < L(a+e).

Ceci étant vrai pour tout €, 2(L(1j9,4)))(7) tend vers af lorsque x tend vers 0 donc 1jg o) € E et

1
A(l[o’a]) =al = K/ 1[0@] (t)dﬁ
0

Soit a € [0, 1], en procédant comme ci-dessus, avec h_ la fonction nulle et h la fonction définie par

0 sizel0,a—e¢]
—a+e+x .
—————— siz €la—e,4]

h(@) =94 at+eu .
_ si z €la,a+ ¢]

€
0 siz €la+e,1]
on montrer que &, : T +—> L osiz=a est aussi dans F; et telle que A(d,) = 0. De ce fait en modifiant une

0 sinon
fonction ¢ d’un nombre fini de valeurs, on ne modifie pas appartenance (ou la non appartenance) & E; pas plus
que la valeur de A(¢))
Maintenant, pour (a,b) € [0,1]?, on remarque 1), 4 = 1jg4) — Ljo,q)- De ce fait, par linéarité, les fonctions en escalier
appartiennent a Fj.
Finalement, pour toute fonction 1 continue par morceaux et tout € > 0, on sait qu’il existe ¥ _ et 14 des fonctions
en escaliers telles que 1_ <1 Y < Y4 et Py —1p_ < e. On peut alors procéder comme ci-dessus pour montrer que

Y € By et que A(y) = 6/ Y(t)dt
0
On considére maintenant la fonction 1 définie sur [0, 1] par la formule :

0 sizel0,=]

- €i1].
- siw [, 1]

o |

21) Calculer (L(¢))(3) pour tout entier N > 0 et en déduire la limite

1
lim —
N—+oo N Z k
k=0
(théoréme taubérien).

—+oo
Correction : Soit N > 0, (L(¥))(%) = 3. ane™Nip(e™/N). Or on a
n=0

De ce fait,



On rappelle que v(n) est le nombre de couples d’entiers naturels non nuls (p, q) tels que n = p? + ¢°.

1
22) Si A€ S, que vaut lim — Card (A(n))? Déterminer alors lim —

On vient de voir (question 19.) que la fonction % qui est continue par morceaux appartient & Fy et que

1 1
A(w):é/o z/;(t)dt:e/l %dt:&

1
Comme A(¢) = Jim ¥ (L(¢))(%), on obtient finalement que
—00

1N
nlgr;o N Z ap = /.
k=0
2

1
> (k).
n—+oco n n—4+oco n 1

Correction : Soit A € S. On considere la suite (a,) définie au début de la partie C. On a alors pour tout entier
n
n, Card(A(n)) = > ar. Comme A € S, on a vu que pour tout x > 0, la série ( > ane ") converge (vers fa(z))
k=0 n>=0
et on suppose que = f4(x) tend vers ®(A) lorsque = tend vers 0. On peut donc appliquer les résultats de la partie
D avec ¢ = ®(A) et on obtient donc que

lim lCard(A(n)): lim l

n—+oo N n—+oo N

> ay = Phi(A).
k=0

En appliquant les résultats précédent & la suite (v(n)), on a vu que pour tout = > 0,
+oo 2
—nr __ 2 ﬁ ~ E
mzv(”)e = 2(fa,(x)) z—0 T (2\/5> z—0 4
n=0

On en déduit que
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