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Sujet type CCINP

Notations, définitions et rappels

Pour toute fonction f : [a,b] — IR de classe C!, on note

f= / VIT @) di

une expression intégrale de la longueur de la courbe représentative de f.

I. Quelques exemples de calculs de longueurs

I.1. Vérifier la formule donnant L(f) pour f définie sur [0,1] par f(t) =1t
Correction : Si f : ¢t € [0,1] —, le graphe de f est le segment d’origine (0,0) et d’extremité (1,1) et
sa longueur est V2. Cest cohérent avec

L(f):/olx/idt:ﬂ

1.2. Calculer L(f) pour f définie sur [0,1] par f(t) = ch(t).
Correction : La fonction f définie sur [0, 1]
Sachant que, pour tout ¢ € IR, ch®(t) — sh?(t) = 1

/\/1+sh2 /|ch |dt/olch(t)dtsh(1)

1.3. Un exemple de calcul de longueur d’un arc de courbe.

1.3.1 Calculer L(f) pour f définie sur [0,1/+/2] par f(t) = V1 — t2.
Correction : On considere f définie sur [0,1/+v/2] par f(t) = v/1 — t2. Cette fonction est de classe

" et on a, pour tout y € [0,1/v2], f'(t) = 7\/11579 et donc 1+ (f'(t))? = -
vz
L = dt = 3 t 1/\/5 = I
=] == ey = ]

1.3.2 Retrouver le résultat de la question précédente sans calcul, par des considérations géométriques.
Correction : Comme t? + f(t)? = 1, la courbe de f est un huitiéme du cercle unité et sa longueur
2 _
est - = 7.
I.4. Soit f définie sur [0, 1] par f(t) = 2. Calculer L(f), en utilisant une intégration par parties ou en s’inspirant
de la question I.2.

Correction : On considere la fonction f définie sur [0, 1] par f(t) = ¢2. On a alors

1
:/ V1442 dt
0



Une intégration par partie donne

L(f)

[ 42 + /\/41%27
V5 — L(f) +

/%

= +5— L(f /

V1+ u2
On peut bien stur reconnaitre la dérivée de argsh et conclure en ces termes mais cette fonction est main-
tenant hors programme. Une résolution de sh(t) = x donne une forme logarithmique x = In(t + /1 + xt).

2 5
u— In(u 4+ vu? + 1) se dérive en u — \/T et on a finalement

2L(f) :\/5+% [ln(u+ u2+1)}z

ou encore v
5 1
L(f) =5+ 11n(2+¢5)
. . . . sh (u)
Autre méthode : La question 1.2 suggere le changement de variable ¢t = 5 -

h
La fonction u — > 2(u) est de classe € sur [0, ], ol « est la solution de sh(a) = 2, & valeurs dans [0, 1],

et t — /1 + 4t2 est continue sur 0 1
h «
donc L (f / /14 ( 2 ¢ d = / (ch (U))2 du.

U+e M +2  ch(2u)+1
— ;

Or, pour tout u € [0,a], (ch (u))* =

donc L (f) = 111/0“ (14 ch(2u)) du= é (2a + sh(2a)).

On cherche alors « et on trouve a = In(2 + \/5) En utilisant la forme exponentielle de sh on trouve

L(f) = 7 (25 + (2 + V5)).

II. Un calcul approché de longueur
L’objectif de cette partie est d’effectuer un calcul approché de la longueur d’un arc d’hyperbole. On considere,
pour ce faire, la fonction f définie sur [1/2, 1] par f(t) = 1/¢.
I1.1. Expression intégrale de L(f)
II.1.1 Donner une expression intégrale de L(f).

1 tt+1
Correction : On a f/(t) = —2 et donc 1+ (f/(t))? = ti—:' Ainsi

Vit Fl &
1/2

I1.1.2 Montrer que L(f) est aussi la longueur de I’arc d’hyperbole correspondant & la restriction de f a
I'intervalle [1,2].

1
Correction : La fonction ¢ — — est de classe € sur le segment [1/2,1]. On considere le changement

1
de variable u = n qui donne

_/Zlmdu:/j\/Wdu

qui correspond a la longueur du graphe de f sur [1,2].

11.2. Expression de L(f) sous forme de série numérique



II1.2.1 Soit o € IR\ IN. Rappeler le développement en série entiére de la fonction u — (14 u)®, en précisant
son domaine de validité.
Correction : Le développement en série entiere est

Yu €] —1,1], (1+u) —1—|—Zn‘Ha—

I1.2.2 Montrer que, pour tout ¢ €]0, 1[, on a :

—+
Vit 1 i’(_l)n,l (2n)! pan—2

22 (2n — 1)227(n!)2

n=1

1
Correction : Pour a = 3 on a, pourn > 1:

1:[ ﬁ(1_2k> %1:[ 1—2k) _ e )n_ 1:[(21:—1)
k=0 k=0 k=1 k=1
(1) kl;ll (2k —1) (2k) (—1)"  (2n —2)!

lj( k) 2n 2n=l(p —1)!

(=" @m)t  (=D"Ti(en)!

2 (2n —1)27n!  (2n — 1)227p)

On en déduit alors que, pour u €] — 1,1]

(1+w) %: fﬂu"

(2n — 1)227(n!)?
Pour ¢ €]0, 1], on a t* dans ] — 1, 1] donc
Vit =1 —1)"'(2n)! 4n
Tt =1+ Z —1 22n nl)

et par suite

+
VI+itt 1 +§(_1)n,1 (2n)! fAn—2

22 (2n — 1)227(n!)2

n=1

I1.2.3 On note, pour tout entier n, a, = % Montrer que la suite (a,)nemw+ est décroissante et

donner un équivalent de a,, quand n tend vers +oo.
Correction : Pour n € IN, on pose a, = % Les termes de cette suite sont non nuls, on

peut donc faire le rapport :

an+1  (2n+2)!12n—1)22"(n)? (20 +2)(2n+1)(2n — 1)
an  (2n+1)2202((n 4+ 1)1)2(2n)!  (2n+ D4(n + 1)2
_2n—1 2n-—1
C2(n+1) 2n+2

an+1

On en déduit que < 1 et donc que la suite (ay,), - est décroissante.

an
Pour déterminer un équivalent de la suite on va utiliser la formule de Stirling.

Vant(2n)*e=2n 2\/mn
(2n —1)22" (VZrnnn e—n)2 (2n —1)27n
1
2\/7n?

~

Ay ~



I1.2.4 En déduire une expression de L(f) comme somme d’une série numérique (on vérifiera avec soin les
hypotheses du théoreme utilisé).

2n)!
-1 (2n) 2t4”’2. Cette fonction est

Correction : Pour n € IN*, on pose g, : t — (—1)" @n = 122 (nl2

définie et continue sur le segment [%, 1].
1 1
De plus on a ||gn||[1/2 1],00 = @n- D’apres la question précédente a, ~ ———. Or la série Z —5 est
T 2\/mn2 nz
convergente, donc la série Z a, est convergente. On en déduit que la série Z Jn est normalement
convergente donc uniformément convergente sur [%, 1].

On peut donc inverser série intégrale :

1 oo o0 1
n—1 (2n)! dn—2 n—1 (2n)! An—2
[ D 0 G e = 2 () G g / e

n=1

B +o00 - (2n)! 1
= 2LV G T i - 1) (1 - 24“)

On a alors :

! = n)!
L :/é t12+;(_1)n1(%_(12)2)2;(”!)2,54”2&

1 1 +o0
1 _ (2n)! _
= Sd —) et T
A 7 +L 2" G a2
2 2 n=1
+oo

B ne1 (2n)! 1
=142 (-1 (2n — 1)227(n))2(4n — 1) (1 B 24n1)

I1.2.5 Donner une valeur approchée de L(f) en utilisant les 5 premiers termes de la série obtenue a la
question précédente et donner une majoration de I'erreur commise.

Correction : la suite (ay), - est décroissante et tend vers 0. Pour t € [%, 1], et n € IN*, on a

1 1 1

tAnt2 A2 d'on / tAnt2 4 < / t4"=2 dt. On en déduit que la suite (an/ int2 dt) est
1
1 1 1

1
2 nelN*

=

2
décroissante et tend vers 9

La série Z(—l)”_lan / t4" 2 dt est alors une série alternée qui vérifie les hypotheses du théoréme
1

2
spécial des séries alternées.

On peut donc majorer le reste de la série par son premier terme :

5

n—1 (277‘)' 1
L) =1=2.(-1) (2n —1)227(n!)2(4n — 1) (1 a 24n1)

n=1

(12)! 1
S 11)212(61)2(23) (1 - 223)

III. Longueur du graphe des fonctions puissances
On s’intéresse ici, pour tout entier n > 1, aux fonctions puissances p,, définie sur [0, 1] par :
vt € [0,1], pn(t) =t"

On désigne par (\), N+ la suite définie par :

1
Vn e IN*, A\, = L(pn) = / V14 n2t2n=2 dt
0

II1.1. Conjecture sur la limite éventuelle de (\;,),cm-
ITI1.1.1 Déterminer A\; et Ao.
Correction : il suffit de reprendre la premiere question du probleme.

II1.1.2 En tragant, sur un méme graphe, les courbes représentatives de quelques fonctions p,, avec n de
plus en plus grand, conjecturer la convergence de la suite (A, )nemw+ ainsi que la valeur de sa limite
éventuelle.



Correction : Voici les courbes pour n € [1,10].

1.01

0.8 4

0.6 4

0.4

024

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

On peut conjecturer que la suite (A, )nen+ est majorée par la longueur de la ligne brisée ((0,0), (1,0), (1,1)
et converge vers sa longueur qui est 2.

IT1.2. Convergence et limite de la suite (), N*

II1.2.1

I11.2.2

II1.2.3

II1.2.4

II1.3. Plus
£(0)

Montrer que, pour tout entier n € IN*, on a

1 1
1
A —n/ Tl = ou :/ dt
n 0 Hn Hn 0 A /1 + n2t2n—2 + ntn—l
1 1
Correction : Pour tout n > 1, A\, — / nt"ldt = / (\/1 4+ n2¢2n—2 _ nt”_l) dt.
0

0
Pour tout ¢ € [0,1], v/1 + n2t27=24-nt" ! est supérieur ou égal & 1, donc non nul, donc, en multipliant

le numérateur et le dénominateur de I'intégrande par /1 4+ n2t2"=2 4 nt"~! on obtient :

1 1 2,2n—2 _ 24902
1 t —nt
An — / nt"~tdt = n r dt,
0 0 V14n2t2n=2 4 pgr-1

1 1
1
donc A, f/ nt" Tl dt = / dt
0 0 /1 + n2¢2n—2 + ntn—1

Montrer que \,, < 2 pour n € IN*.
1
Correction : Pour n € IN*, on pose f, :t — 1— . Cette fonction est positive
A /1 + n2t2n—2 + ntn—l

1
V1 + n2t2n—2 + ’I’Ltn_l

1
est égale & 1 alors / fn = 0 et donc pour tout t € [0,1] f,(t) = 0, ce qui est absurde donc
0

1
et continue sur [0,1] on en déduit que / dt < 1. De plus si cette intégrale
0

! 1
/ dt < 1.
0 /1 + n2¢2n—2 + nin—1
1
Comme / nt" 1 dt = 1 on en déduit que A < 2.
0

Déterminer la limite de la suite (p1,,),, N (on citera avec précision le théoreme utilisé).
Correction : Utilisons le théoréme de convergence dominée pour étudier (py,).

- fn  t— !

V1 + n2¢2n—2 + ntn—1
sur [0, 1[ (car Vt € [0,1], nt"~* — 0 quand n — +00).

- La limite simple ¢ — 1 est continue sur [0, 1].

- Vn e IN*, Vt € [0,1[, |fu(t)] <1 et le majorant est intégrable sur [0, 1] (continu sur le segment).
Le théoreme s’applique et donne

est continue sur [0, 1] et (f,,) converge simplement vers ¢t — 1

1
lim p, = / dt =1
n—-+oo 0

En déduire la convergence de la suite (A,), N+ ainsi que la valeur de sa limite.
Correction : Par définition de p,, et A\, on a immédiatement A\, — 2

généralement, montrer que si f : [0,1] — IR est une fonction de classe C!, croissante et telle que
=0et f(1) =1, on a alors L(f) < 2.

Correction : En écrivant que f/(t) = 1/(f'(t)? (fonction croissante et donc & dérivée positive) on a de
méme

1/ B 1 dt
L(f)—/0 f(t) —/0 T+ (f/()2+ f(b) =



Or, [y f'(t) = f(1) — f(0) = 1 et donc
L(f) <2

S’il y avait égalité, on aurait I'intégrale de 1 — —————— = g(t) qui serait nulle sur [0, 1] et comme
VIHE )2 +£ (1) ’

g est positive et continue, cela signifierait que g est nulle c’est & dire que f’ est nulle ou encore que f est
constante ce qui n’est pas le cas (f(0) # f(1)). On a donc

L(f) <2

IV. Un résultat inattendu

IV.1. Etude de l’intégrale généralisée fl sin(®) gt

IV.1.1 Montrer que l'intégrale généralisée f 1 ““(t

sin(t)
t

dt est convergente.

Correction : La fonction ¢t +— est continue sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0
sin(t Lsin(¢
(lim % = 1). L’intégrale / % dest donc convergente.
0

IV.1.2 Montrer que pour tout > 1, on a

/1 S0 o (1)—608(@—/1%08(0 dt

t x 12

+o0 5111(75)

En déduire que l'intégrale généralisée f dt est convergente.

Correction :

1
— Soit « > 1. Les fonctions t — — cos (t) et ¢t — n sont de classe ¢! sur [1, x], de dérivées respectives
1
t— sin (t) et t — et donc, d’apres la formule d’intégration par parties :
s
pour tout / mt( ) dt donc
1

/j sin (t) & = cos (1) — cos(z) /11 cos (t) &

t T t2

t
— La fonction # — 00:2( ) est continue sur [1,4o00[, et, pour tout t € [1, 00|,
cos (t) 1
1 oy cos (t) ¥ cos )
Or t — e est intégrable sur [1, +o0[, donc t — 2 Pest également, donc x — dt

admet une limite finie en +o0. .
cos (x sin (¢
Enfin, 7() tend vers 0 quand  — oo, donc / %dt admet une limite finie quand
T 1
T — +00.

+0o0o i
sin (¢
Finalement : 'intégrale / J dt est convergente
1

+00 cos(2t)

IV.1.3 Montrer que 'intégrale généralisée f

dt est convergente.
Correction : On a, pour z > 1, a l’aide d une intégration par parties

/11 cos(2t) g — % (Cosfx) B Sm(Z)) . /11 sin(2t) &t

t t2

sin(2t .. . < - . .,
t— bmt# = O(t%) au voisinage de +00. C’est donc (comparaison a Riemann) une fonction intégrable
au voisinage de +oco. Comme a la question précédente, on a l'existence de

+oo : 400 3
/ cos(2t) gt = _sin(2) +/ sin(2t) dt
1 1

t 2 2

IV.1.4 Montrer que I'intégrale généralisée f oo sin (t) dt est divergente. En déduire la divergence de l'intégrale
généralisée [, e ‘Sm(t L at.



Correction : On a % =5 — % et donc
/1 sin?(t) gt — In(z) /m cos(2t) da
T > ), 2

et cette quantité tend vers +oo quand x — +oo. Ainsi, 'intégrale généralisée f oo sin (t) dt est
divergente.

Si 2 . . N .
Comme > (t) > 0, ceci revient & dire que t —
|Sln(t)|

Lin2
th(t) n’est pas intégrable sur [1,00[. Or, |sin| >
sin” > 0 et donc t n’est pas intégrable non plus sur [1, +o00[. Et comme cette fonction est

e 42 PSR T 400 |sin(t)] .
positive, ceci revient a dlre que l'intégrale généralisée f —— dt diverge.

IV.2. On désigne par g la fonctlon définie sur ]0,1] par g(t) = 1 sin (1) et par f la fonction définie sur le méme

intervalle par f(z f g(t

IV.2.1 Montrer que la fonctlon f se prolonge par continuité en 0. On notera encore f ce prolongement.

Correction : t + 1/t est de classe C! sur [z,1] pour > 0. On peut donc poser le changement de
variable u = 1/¢. 1l indique que

/g
f(m)Z/lisin (1) dt:/l1 sméu) du

Avec les questions précédente, f est prolongeable par continuité en 0 en posant

£(0) = /1+°° sin(u) ”

u

IV.2.2 Montrer que f est continue sur [0,1] et indéfiniment dérivable sur |0, 1].

Correction : g est continue sur ]0,1], ]0,1] est un intervalle qui contient 1. Par théoréme fonda-
mental, —f : x> f1 ) dt est une primitive de g sur ]0,1]. Comme g est de classe C* sur ]0, 1],
—f, et donc f, l'est aussi. On a vu (ou imposé par choix de f(0)) la continuité en 0.

IV.2.3 Montrer que
11m/ lg(t)] dt = +o0

Correction : Le méme calcul que plus haut donne

/: |g<t>|dt—/11/m'smzf“)du

On a vu que l'intégrale de u — sl existe pas sur [1, +oo[. Comme cette fonction est positive,

son intégrale entre 1 et a tend vers +00 quand a — +00. Ainsi

1
lim/ lg(t)] dt = +o0

z—01

IV.3. Pour tout réel = €]0,1], on désigne par A(z) la longueur de la courbe représentative de la restriction de
la fonction f au segment [z, 1]. Donner une expression intégrale de A(z) pour z €]0, 1], puis montrer que
hm+ A(z) = 4o00. Donner une interprétation de ce résultat.
z—0

Correction : Pour ¢ €]0,1], on a f'(¢t) = —g(¢) et donc 1 + ( =1+ %sin® (1). Ainsi
Y €]0,1], / 1/1—|— sin? dt

On en déduit que
YV €]0,1], / lg(t)] dt

et par comparaison

lim A(z) = 400

z—0t

Ceci signifie que la courbe représentative de la fonction f continue sur le segment est [0, 1] est infinie.



V. Continuité de la fonction longueur

On rappelle que 'application
fellfllee = sup [f(2)]
t€(0,1]

définit une norme sur 'espace E = C°([0,1],IR) des fonctions continues de [0, 1] dans IR.
On note E; = C!([0,1],IR) I'espace des fonctions continiment dérivables de [0, 1] dans IR et pour toute fonction
f € F1, on note

1A= 1£O) + 1Moo
V.1. Comparaison des normes |.| et |||
V.1.1 Montrer que lapplication f + || f]| définit une norme sur Fj.
Correction : L’application est positive. Son homogénéité découle de celle de ||.||oo et de celle du

module (on a ||[Af|| = | ||f]]). L’inégalité triangulaire découle de la méme propriété pour ||.|co-
Enfin, si ||f]] = 0 alors f(0) = || f'|lcc = 0. f’ est donc nulle et f est constante. Comme f(0) =0, f
est nulle. On a donc aussi 'axiome de séparation et ||.|| est une norme sur FEj.

V.1.2 Montrer que
Vi€ Er [flee < IIfIl

Correction : Soit f € E;. On a

Vo € [0,1], [f(2)| = ‘f(()) +/0z f'() dt‘ <[£(0)] +/ @Ol dt < [£(O0)]+ (1= 2)[[f e < [I£]

On en déduit que

1fllee < [I£1]
V.1.3 Les normes ||| et ||.||co sont-elles équivalentes sur E; ?
Correction : Prenons les fonctions p, : t +— t" de la partie IIT (elles sont dans F;). On a
IPnllooc = 1 et ||pn]l = n. Le quotient ||p,||/||pn|lco n’étant pas borné, les normes ||.|| et ||.]|co ne sont

pas équivalentes sur Fj.

V.2. On désigne par (fn), N+ la suite de fonctions définie sur [0,1] par

sin(nmt)
vn

V.2.1 Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

Vn e IN*, Vt € [0,1], fo(t) =

Correction : On a immédiatement || f,, oo = ﬁ — 0 quand n — +00. (fy,) est donc uniformément
convergente sur [0, 1] vers la fonction nulle.

V.2.2 On désigne, pour tout entier n € IN*, par I,, = L(f,,) la longueur de la courbe représentative de f,,.
Montrer que

Vn € IN*, Inzfg

Correction : La définition donne

1
I, = / V14 nx2 cos?(nnt) dt
0
Le changement de variable © = nnt donne alors

1 nm
I,=— V14 nw2cos?(u) du

nm Jo

On a alors immédiatement

1 nm 1 nm
I, >— vnm2cos?(u) du = — d
n > nm? cos?(u) du \/ﬁ/o | cos(u)| du

nm Jo

| cos | étant 7 périodique, on a finalement

I, > \/ﬁ/ow|cos(u)| du =2v/n

Comme 7 < 4 on peut aussi écrire que
s



V.2.3 L’application L : f — L(f) est-elle continue sur (E1, ||.||c0) ?
Correction : Comme ||f, — f|loc — 0, la continuité de L au sens de ||.|| entrainerait L(f,) —
L(0) = 0. Comme on a L(f,) qui est de limite infinie quand n — 400 on peut conclure que L n’est
pas continue au sens de ||.||co-

V.2.4 L’application L : f — L(f) est-elle continue sur (Ey,|.||)?
Correction : Soient f,g € F1. On a

[L(f) = L(9)]

/0 VIt (P2 -1t (@)

/1 ()2~ (¢

o VI+(FP+VI+(P
1

/Olf’—g’|~|f’+g’\

1 = g lloo 1 + oo

1f = gllll £ + gl
1 = gllCLFI -+ llgll)

Soit (fy) une suite d’éléments de E; qui converge vers f au sens de ||.||. On a donc || f, — f]| — 0.
Par seconde forme de I'inégalité triangulaires, on en déduit que || f,|| — || f]]. L’inégalité

[L(fn) = LA < (AN 1D = 1l

montre alors que L(f,) = L(f). L est continue au sens de ||.|.

IN

IAIACIA



Sujet type Centrale

On note E lespace vectoriel normé des applications continues du segment [0,1] dans C muni de la norme
fe=llfll = sup |f(t)], et Z.(F) lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans lui-méme.
0<t<1

Soit v un élément de Z.(E), et f un élément de E; I'image de f par v est notée vf. L’espace Z.(E) est
muni de la norme v — ||v]| = sup ||vf]/(on ne demande pas de vérifier que c¢’est une norme).
<1

ll£lI<
Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d’'un opérateur appliquant E dans lui-méme qui est
introduit dans la troisieme partie. Pour ce faire, on met en place dans les deux premieres parties des outils
nécessaires a cette étude.

Rappels

La deuxieéme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle définie sur I'intervalle |0, +o0o[ par la formule
suivante :

+oo
Vo €]0, 400 F(:z:):/ ettt
0

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur I'intervalle |0, +-00[ et, pour tout entier naturel &k et tout nombre
réel xt >0 :

+o00
) (z) = /0 (Int)* ettt dt
De plus, pour tout x > 0, cette fonction vérifie I’équation
Iz +1) =al(x)
Comme I'(1) = 1, il en découle que, pour tout entier naturel n,

P(n+1)=n!

Partie I : Questions préliminaires

1) Montrer qu’il existe un réel ¢ de 'intervalle |1, 2[ tel que I'(c) = 0.
Correction : I'(1) =T'(2) = 1. Comme I" est continue sur [1,2] et dérivable sur |1, 2[, d’apres le théoréeme
de Rolle, il existe ¢ €]1, 2] tel que I'(¢) = 0.

2) En déduire que la fonction I' est strictement croissante sur 'intervalle [2, +oo] .

—+o0
Correction : Pour x > 0, I (z) = (In(t))2e "1 dt est I'intégrale d’une fonction continue, positive,

0
non identiquement nulle, donc I'"'(x) > 0. Donc I est strictement croissante sur |0, 4+o0c[. On en déduit que
I est strictement positive sur J¢, 400 et T' strictement croissante sur cet intervalle; a fortior: sur [2, +ool.

3) Montrer que, pour tout nombre réel v > 0 ,
v* =o(T'(x)) au voisinage de + oo

Correction : Comme (I'(n)),>1 tend vers +o0o et que I' est croissante au voisinage de 400, I' tend vers
+00 en +o00. On peut donc limiter I’étude a v > 1.
Pour x > 2, on note n sa partie entiere.

T n+1 n—1
On a alors : 0 < i < i =2 7 . Comme la partie entiére tend vers +00 en +00 et que la suite
L(z) — T'(n) (n—1)!
Vn—l T
((nl)' . converge vers 0, % P 0, ie v* = o(I'(x)) au voisinage de +oo.

Partie II : Comportement asymptotique de la somme d’une série
entiere au voisinage de la borne supérieure de son intervalle de

convergence
IT.A - Soit ¢ une application continue de l'intervalle [0, +o0o[ dans IR, intégrable sur Uintervalle [0, +o0o[. On

suppose de plus qu’il existe un nombre réel ¢y > 0 tel que la fonction ¢ soit décroissante sur U'intervalle [to, +o00].
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1)

5)

6)

Etablir que la fonction ¢ est positive sur lintervalle [¢g, +00].
(on pourra raisonner par ’absurde).

Correction : On suppose que ¢ n’est pas positive sur [ty, +o00[. Soit alors t; > to tel que ¢(¢1) < 0; par
décroissance de ¢, sur [t1,+00[, #(t) < P(t1) < 0. Or la fonction constante ¢ — ¢ (1) n’est pas intégrable sur
I'intervalle non borné [t1, +00[; donc ¢ n’est pas intégrable sur cet intervalle. Absurde.

Donc ¢ est positive sur [tg, +00].

Soit h un réel strictement positif.
nh

a) Prouver que pour n suffisamment grand, 0 < ho(nh) < / o(t)dt .
(n—1)h
Correction : Pour n > (tg/h) + 1 : on a [(n — 1)h,nh] C [to, +00[, ¢ est donc décroissante et positive sur
cet intervalle et donc, pour tout t € [(n — 1)h,nh] ¢(t) > ¢(nh).
nh nh
Done / b(t) dt > / G(nh) dt = hé(nh) > 0
(n—1)h (n—1)h
+oo
b) Montrer que la série Z h¢(nh) converge.
n=0

Correction : La série Z ho(nh) est une série & termes positifs & partir d’un certain rang. La suite des
sommes partielles est donc croissante a partir d’un certain rang.
D’apres la question précédente on a, pour N > ng > (to/h) + 1

N no N
> ho(nh) <Y h(nh)+ > he(nh) Z ho(nh) + Z /
n=0 n=0 n=no+1 n=ng+1 (n— 1)h

Or la fonction ¢ est intégrable sur [0, +00[ et par conséquent sur [ngh, +o0o[. Par positivité de ¢ sur ce dernier
intervalle (inclus dans [tg, +00[), on obtient alors

N nh Nh “+oo
3 /( Lona=[ emas / e

n=ng+1

La suite des sommes partielles de la série Z h¢(nh) est donc croissante a partir d’un certain rang et majorée,
elle est donc convergente.

Remarque : en fait, si on accepte le théoreme de comparaison de séries intégrales avec les hypotheses de
décroissance et positivité de la fonction & partir d’un certain rang alors on retrouve le résultat.

Prouver que

S [ s

n=0

(On pourra introduire un nombre réel a suffisamment grand et écrire :

+oo iy
> h(nh) = Z he(nh) + Z
n=0

2
h

a a
ol [ﬁ} désigne la partie entiere de — . )

Correction : Pour n > (ty/h) + 1, pour la méme raison qu’au (IL.A.2.a) :
nh
ho(nh) < [ o(t)d < hol(n — 1)h)
(n—=1)h
On note ng la partie entiere de (to/h) +2.

+oo +00 —+o0 —+o00
On a alors : Z he(nh) < / /( ¢(t)dt < > ho((n—1h) = > he(nh),

n=ng n=ng (n— l)h no—1)h n=ng n=ng—1
+oo “+ o0
donc 0< Y he(nh) — / o(t) dt < ho((ng — 1)h).
n=ng—1 (no—1)h

11



De plus,

no—2 .(n+1)h
_ =D Ol ORI

h

no—2 ,(n+1)h
> [ e - o)

h

(no—1)h ng—2
/0 sty — 3 ho(nh)
n=0

Comme Vt € [nh, (n+ 1)h], [t —nh| < h:

n=0 n=0

(no—1)h ng—2
/0 $(t)dt — > he(nh)| < (ng — Dh.sup {|¢(t) — d(u)|, t,u € [0, (no — 1A, [t —u| < h}

n=0

Or (ng—1)h < ¢+ h. On se limite a h €]0, 1] ; ainsi (ng — 1)h < tg+ 1. Comme ¢ est continue sur le segment
[0,t0 + 1], elle y est uniformément continue.

Soit € > 0; on peut trouver hy €]0, 1] tel que Vt,u € [0,t0 + 1], [t — u| < ho = [¢(t) — p(u)| < €.

(no—1)h no—2
/O o)t — 3 ho(nh)
n=0

400 +00 (no—1)h no—2 400 +oo
Comme /0 G(t)dt — > h(nh) = ( /0 B(t)dt — n; h¢>(nh)> + ( /n _1¢(t)dt— > h¢>(nh)>,

n=0 0 n=mno

Alors, pour h €]0, ho], on a : < (to + 1)e.

on en déduit :

< (to+ 1)e+ ho((no — 1)h)

+oo +oo
/0 o(t)dt — 3 ho(nh)

Comme ¢ est continue sur le segment [0, o + 1], elle y est bornée.
Or (ng — 1)h € [0,to + 1] ; donc ho((ng — 1)h) 7 0.
—0

On peut donc trouver hy > 0 tel que Vh €]0, hq], |hé((ng — 1)h)| <.
Finalement, pour tout h €]0, min(hg, h1)], on a :

+oo too
| ot =3 notmm)| < (o +2)e.
n=0

+o0 too
Comme t( est une donnée, on peut conclure : / o(t)dt — Z h¢(nh) ———
0 o h—0,h>0

II.B - Pour tout nombre réel « > 1, on note g, la fonction définie sur l'intervalle [0, +oo[ par la formule
ga(t) = e tto L,

7)

8)

Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du II.A.
En déduire que

—+o0
nggﬂ(— In x) Z_;Jga(—nlnx) =T(a)

Correction : Pour « < 1, la fonction g, ne peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 4+o00].

Pour la suite, on suppose o > 1. Alors g, est continue sur [0, 400 (aprés prolongement naturel en 0) et
intégrable sur [0, +oo| (d’intégrale I'(a)) car au voisinage de +00, e~ t*~1 =0 (%) et la fonction t — % est
intégrable sur [1, +00l.

Elle est dérivable sur |0, +oo[ et ¢/, (t) = e 't*"2(—t + a — 1). Donc g/, est négative sur [a — 1, +0o0[ et gq
est décroissante sur cet intervalle. Les hypotheses du (IT.A) sont donc satisfaites par g, « > 1.

+oo —+oo
Pour = €]0,1[, h=—1Inz > 0 et h;)ga(nh) =(—Ilnz) Z:()ga(—nlnx)); comme h m 0 avec h > 0,
+oo l +o0
d’apres (ILA), (—Inx) Zoga(—nlnx)) Py /0 Jo = T'().
+oo
On considere la série de fonctions Z n®lg"
n=0

a) Etablir que cette série est correctement définie pour # € ]—1,1[. On note S, la somme de cette série de
fonctions.

Correction : On étudie la convergence absolue de la série E n® 1™ pour x #0 :
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a—1,.n+1 a—1
[(n + 1)t 1 o '
=14+~ || = |z| ; d’apres la régle de d’Alembert, comme |n°‘7 :z:"’ > 0 pour
n n—+o0o

|na—1xn|
tout n > 1, si |z| < 1, la série Z |n®~'2"| converge, si x| > 1, elle diverge.

Donc le rayon de convergence de la série entiere E n® g™ vaut 1.

b) Prouver que, lorsque x tend vers 1 avec « < 1, alors :

I'(«)

Sa(w) ~ A—a)e

Correction : Pour z €]0,1], go(—nlnz) = (—Inz)* n"1z" = (—Inxz)* 15, (x).
Pour aa>1:

—Inzgy(—nlnz) = (—lnz)*Sy(z) —— I'(a) # 0; donc S, (x) ~ ) au voisinage de 1~. Comme
rz—1,x<1 (— lnx)a
I'(a)

Inxz ~ x — 1 au voisinage de 1 : S, (x) ~ — au voisinage de 17.

(1-x)
Partie III : La premiere fonction eulérienne

III.A -

9)

10)

Etablir que, pour tout couple (o, ) de nombres réels strictement positifs, la fonction ¢ s t*~1(1 — )%~ 1 est
intégrable sur l'intervalle ]0, 1].

Correction : La fonction t — t*1(1 — ¢)5~1 est continue sur ]0,1[. Equivalente en 0 & t*~1, elle est
intégrable sur ]0,1/2] si et seulement si o — 1 > —1, c’est & dire a > 0. Equivalente en 1~ & (1 — ¢)f~1,
elle est intégrable sur [1/2,1] si et seulement si 5 —1 > —1, c’est & dire § > 0. Elle est donc intégrable sur
]0,1] si et seulement si « et /3 sont strictement positifs.

Pour tout couple («, 5) de nombres réels strictement positifs, on pose :

B(a,B) = /O R € ) L 7

Prouver successivement pour tout couple («, 3) de nombres réels strictement positifs les relations suivantes :

(i)  B(a,f) =B(B,a)
toc—l

+oo
t
(i) B, p) = /0 W dt (on pourra utiliser le changement de variable u = 14 2

Q
ii1) B(a+1,8) = ——B(a,
(i) Bla+1.6) = —2=B(0.)
Correction :
i) L’ égalité est obtenue avec le changement de variable affine ¢t — u = 1 — ¢, qui est un difféomorphisme
(application bijective de classe € et de réciproque de classe €) de ]0, 1] sur lui-méme.

i)u=-—<—=1t= L; st = —2 est un difféomorphisme de ]0,1[ sur |0, +oo[, de dérivée
1-1¢ u+1 14+u
S Sl (RLA LR S S S—
(1+u)?’ 1—t (1 + u)ath—2

“+oo L 1 1 +oo ua—l
D B = o du = — du.
onc B(a, 3) /o T e ™ /o Ty aess
ili) Soit € €]0,1/2]; on fait une intégration par parties sur un segment,
1—e¢ _(1 o t)ﬂ 1—e a 1—e¢
/ t*(1— )Pt dt = [to‘] + —/ t7 1 —1)f ar.
€ /3 € /B €
(1-1)F
B

Comme « et 3 sont strictement positifs, ¢ — tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 ou 1;

_ _n\B 1—e¢
donc |t® (1-1) 0.
ﬁ € e—0
De plus, t*~1(1 —t)f =211 — )P~ 11 —t) =t 1 (1 — )1 — (1 — )P~

1—e¢
donc/ t*~1(1-t)? dt — B(a,B) — Ba +1,8).

e—0
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On en dédit : B(or+1,8) = 5 (Bl §) ~ Bl +1.8): puis : Bla+1.8) =

Reamrque : on peut aussi faire une intégration par parties & partir de la formule ii), en la justifiant
correctement, a partir de B(a + 1, 8).

B(a, B).

II1.B - On se propose d’établir pour tout réel a > 0 et tout réel 8 > 0 la formule suivante :

[()L(B)

B CE)

11) A Tl'aide de la relation (#i¢) montrer qu’il suffit de prouver I’assertion lorsque les réels « et § sont strictement
supérieurs a 2.

. [(a)0(B)
C t : 0 tout o, B > 2, B(a, ) = ———=.
orrection n suppose que pour tout «, 3 (a, B) T(a 1 8)
Soit a, > 0; a aide de la formule ITA2iii) on a
a+p a+Ba+1+p a+Ba+1+p
B = B 1 = —B 2,8) = —B 2
(@, 9) ~“Ba+1.5) S TBla+2.8) T B(Ba+2)
a+fa+l+pa+p+2 at+pa+l+Ba+B+2a+L+3
= B 1 2) = B 2 2).
a a+1 I6] (B+La+2) a a+1 B B+1 (B+2a+2)
Comme a + 2 et § + 2 sont strictement supérieurs a 2 :
r 2) 2 1al’ 1)gT
Fla+p3+4) (a+B+3)(a+p+2)(a+p+1)(a+ B (a+5)
Apres substitution et simplification, en utilisant les propriétés de la fonction I' rappelées :
I'(a)T
B(a,8) = m. Il suffit donc bien d’avoir le résultat pour o+ 2 et 5 + 2 sont strictement supérieurs a

12) Soient « et 8 deux nombres réels strictement supérieurs & 2. Pour tout entier n strictement positif, on pose
1 n—1 k a—1 k ps—1
Up(a, B) = — — 1——
en=23(6) (5)

a) Etablir que la fonction 1y g : t — t*~ (1 — £)#~1 est lipschitzienne sur le segment [0, 1].

Correction : Comme av— 1 et 3—1 sont strictement plus grands que 1, ¥, s est de classe ¢! sur le segment
[0,1], donc sa dérivée est bornée. Donc 1), g est lipschitzienne.

On note A, g un rapport de Lipschitz de cette fonction, c’est-a-dire que :
Y(z,y) €[0,1* , |tas(z) — Ya,sy)| < Aaple —yl

b) Prouver que, pour tout entier n strictement positif :

fun(, B) — Bla, B)] < 228

n—1 (k+1)/n

Correction : Soit n € IN*; B(a, 8) — un(a, 8) = Z/k <d)a,5(t) - w"ﬁ(z)) dt.

k—0 k/n

k
bol0) = Vs (5)] < Aa

(k+1)/n k
/ (waﬂ(t)wa,;s()) at
k n

k
t_f
n

(k+1)/n k 1
g/ Aaplt =2y dt = Ao po—.
k n n

Comme, sur [k/n, (k+1)/n], = Ay 5t — S), on a:

/n /n 7 on?
n—1 (k+1)/n k 5 A 5
’ . 'B _ n , S o _ o v S . a, — «,
On en déduit : | B(a, 8) — un (@, 6) ;// (Vo) = vol(D)) ] < n 52 = 5o

¢) On reprend les notations de la question I1.B.2.
Etablir que, pour tout nombre réel z de l'intervalle [0,1] :

+oo
Sa(@)Sp(@) = 3 un(a, Bn 01"

n=0
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Déduire de la question 2.b) que, pour tout réel z, 0 <z < 1,

Aa
a(2)S5(x) = B(a, B)Sass(2)] < =5 Sapor(z)
En utilisant le comportement des fonctions (S,),>1 au voisinage du point 1, conclure que :
L(@)I'(8) = B(a, B)I(o + B)

Correction : Pour = € [0, 1], les séries E n® ™ et E nP~1g™ convergent absolument (séries entieres de
rayon de convergence 1), donc la série produit converge absolument et sa somme est le produit des sommes,

soit Sq(z)Ss(x).

Le terme d’ordre n de la série produit vaut :

B—1
k
E o~ 1 5 1 " = na+5 QZ < ) <1 - > = na+571un(a>ﬂ)xn
n

On en déduit que : Sy ( Z n® =y, (a, B)a"

Par différence : S (x)Ss(z) — B(a, 8)Sats(x ZTLQJFB " (un(e, B) — B(a, B)) 2"

Avec la majoration du (2.b), on obtlent

AD& - a —-2..n Aa
[Sa(2)S5(2) — B(@, B)Sars (@ |<Zna+ﬂ Hun(a, 8) = Bla, Bl a" < Z82 N et i2gn = Sl (@),

En multipliant par (1 — z)*+# .

Ay _
(1= 2)*Sal@).(1 = 2)°85(z) = Bla, B)-(1 = )05y p(@)| < 222 (1= 2).(1 = 2)* 9 Sy (2).
Comme «, f, a4+ et a+ § — 1 sont tous supérieurs a 1, on peut utiliser la question (II.B.2) :

(1 - 2)*Sa(2).(1 - 2)?Sp(x) — Bla, B).(1 — 2)**7Sas5(2) oo L@L(B) = B(a, /)T (a + )

Aa,ﬁ a+B—1 .
et T(l*l‘)(l*l‘) Sa+5_1(l’) mo,

donc |T'(a)T(8) — B(a, B)T(a+ B)| <0, c’est a dire I'(a)I'(8) — B(a, B)I'(a + 8) = 0.

ITI1I.C - Formule des compléments.

13) Etablir que la fonction a — B(a,1 — a) est continue sur Uintervalle ]0, 1.
Correction : D’apres la question B on a B(a,1 — a) = I'(«)['(1 — «). La fonction o — B(a,1 — ) est
continue sur I'intervalle |0, 1] comme composée de fonctions continues.

14) Soient p et g deux entiers tels que 0 < p < gq.

2p+1 2p+1 oo g2
p(2t> 2t :2q/ "
2q 2q o 141t%
Correction : On a (2p+1)/(2q) €]0,1].
2p+1 2p+1 +oo ¢(2(p—a)+1)/2q)
1— = L
2q 2q ) /0 1+1¢
Le changement de variable u + ¢t = u?¢, difféomorphisme de 0, +oco[ sur lui-méme, permet d’obtenir :
) 1 2 1 too ,,2(p—q)+1 +oo 2p
B Pt ,1— i :/ u7.2qu2q_1 du:2q/ Y
2q 2q 0 1+ u24 0 14 u24
b) Pour tout entier k& compris entre 0 et ¢ — 1, on note :

a) Vérifier que :

dt.

D’apres le (IIL.A.2.ii), B <

j2kt1
Zp =€ 24

™

Etablir que :

—1
(*) X72p _ _iqz:zﬂp+1 1 . 1
1+ X2a 2qk:0k X -z X+z
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Correction : Les zj, k compris entre 0 et ¢ — 1 et leurs opposés sont les 2q zéros de X279 + 1 (et ils sont

simples).
X2
Comme A = X2 a un degré strictement inférieur & B = X 27 4 1, la partie entiere de e est nulle. Le
X 2p = b
développement en éléments simples de T x% s’écrit donc : T x% = Z: ( chzk + e _f zk)’ ou les
A A(—
ay et les by sont des nombres complexes définis par : ap = (2x) et b, = M
B’ (k) B'(—z)

2 2
Or B' =2¢X%1~ ! et 229 = —1; donc B'(z;) = e " B'(—z) = e ; d’ott la formule de ’énoncé.
’ Zk Zk

c¢) Apres avoir vérifié que, pour tout nombre complexe ¢ de partie imaginaire non nulle, la fonction

t — Re(c)
Im(c)

1
t— o prouver, en utilisant judicieusement la relation (x), que :
—c

q
/*‘” T TN 2
o 141t 2¢ k

1
t— B In ((t — Re(c))? + (Im(c))2> + iarctan ( ) est une primitive sur IR de la fonction

En conclure que :
/ oo g2 g 1
0 1+ t24 2q sin (2p2+1ﬂ_)
q
Correction : Vérification par simple dérivation ...

Pour tout k compris entre 0 et ¢ — 1, la fonction :

t— Rz,
2 .
2)?) +2arctan( S ))

&

wy b (éln((t—%zk)g—&—(

1 t+ R
-3 In ((t + Rzp)? + (—Sz)?) + i arctan ( j—%zik >>
1 (t— %Zk)Q + (%Zk)z t— Rz t+ Rz,
= 71 t t
5 1n o) + (%Zk)2 arctan So + arctan 32
o 1 1
est une primitive de ¢t — -
t— 2k t+ 2k
. kE+1 .
Comme Imz, = sin7 > 0, wi(t) — mi; et w(0) = 0.
t——+oo
g—1 £2p
La fonction w = —— Z z,zpﬂ wy, est une primitive de t — ———.
2q k=0 1+1%
1 q—1 q—
— _ - 2p+1
De plus, w(0) = 0 et w(t) P 5 z Z
k=0 =0
—+o0 2 q—
1 P . T
On en déduit que:/0 T dt:ligéw—w = ?Z

k
- __2p+1 . _2p+1 2p+
Or Z;zp+1 =e'" 2, (6” a ) et '™

. _2p+1

) q _ ) etm(2p+1) _ _
donc Z 2p+1 _ 2”1.% _ ginigtt e 1 ___ 22 +1
k=0 67’ Tq _1 e’”r 2q (e”r 2q _eilﬂ— 2q ) 2ZS1I17T p
+oo 2
1P T 1

Finalement, — dt= ———

/0 1+ 24 2q smﬂzPH

15) Déduire de 13) et 14) que :
Va €]0,1] , B(a,1—a)=T(a)I'(l1 —a)=—
011, Blasl—a) =T(@)T(1 - a) = ——
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1
Correction : Pour tout a de la forme o = ,avec 0 <p<gq, p,q €N, on a ainsi :

+oo t2p T
(@ 1-a) q/o 1+ t2a sinTa
) , 2p+1
Comme a — B(a,1—a) et a— — sont continues sur |0, 1[ et que 'ensemble des yavec 0 < p < q,
sin oy
p,q € IN, est dense dans ]0, 1], on peut affirmer : Vo €]0, 1], B(o,1 — ) = — L
sin o

De plus, I'a)I'(1 — @) = B(a,1 — a)T(a + (1 — a)) = B(a, 1 — «).
Partie IV : L’opérateur d’Abel

Dans toute cette derniére partie, on suppose que « est un nombre réel appartenant & l'intervalle ]0, 1.

IV.A -

16)

17)

Etablir que pour toute fonction f de E et pour tout réel x de I'intervalle 0, 1], la fonction f +—

intégrable sur l'intervalle ]0, z[.

ft)

Correction : La fonction ¢ — — est continue sur [0, [ et, pour tout ¢ € [0, z[,

t 1
0 < I/l ; comme t — ———— est intégrable sur [0,z[ (de référence, avec o < 1),
(x—t)] = (z—1)* (x — 1)

t
(f(Z)a est intégrable sur [0, z[, donc sur |0, z|.
T —

Pour tout élément f de E, on note A, f la fonction définie sur le segment [0, 1] par les formules suivantes :

on a

t—

Aof(z) =0 siz=0

Aaf(x):/ox(xf_(tt))adt si0<z<l1

a) Vérifier que, pour tout f élément de F et tout réel 2 du segment [0, 1],

_ 1« ! f(.]?t)

Correction : Pour z €]0,1], changement de variable affine v — ¢t = ux ... La formule reste valable pour
x=0(1-a>0).
b) Montrer que, pour tout élément f de E, la fonction A, f est une fonction continue sur le segment [0, 1] .

11—«

Correction : Comme z — z est continue sur [0, 1], il suffit de montrer la continuité de la fonction

b f(at)
1:!—>/O( ) dt.

1—-1t)~
Gt | |
e Pour tout z € [0,1], t — a—1p est continue (par morceaux) sur [0,1[;
t
e pour tout t € [0,1], x — (lf(zt;a est continue sur [0,1];
- . | _fat) I -
o domination sur [0,1] : pour tout ¢t € [0,1] et tout = € [0,1], on a : -0 S G-p' la fonction

ol

t— 1 —t)e

est continue, intégrable sur [0, 1] et indépendante de z.

1
t
Donc = — / (1f(mt)°‘ dt est continue sur [0, 1]; donc A, f est continue sur [0, 1].
o (1—

)

c) Etablir que l'application A, : f +— A, f est un endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé F et

que :
1

11—«

llAalll = sup [[Aafll =
lF<1
Correction : Par linéarité de 'intégrale, A, est linéaire. D’aprés (IV.A.2.b), A, est un endomorphisme de
E.

Continuité :
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18)

19)

20)

1 1
_ |f (a)] Hfll 1
VfeE Vrel01], |[Aof(z)] < x® 1./ dtgl./ f||/ fll-
0.1 el [ - S .
DoncVf € E, ||Anf| < % II£]l- On en déduit quel’endomorphisme A, est continu et que |||Aa\|| < %

—a -«

1 1
De plus, si f est la fonction constante 1, ||A, f]| = T—a [I71l- Donc ||Aa|| = 1o

IV.B - On définit la suite (A”),>0 par la condition initiale A% = idg (application identique de E) et, pour
tout n > 0, par la relation de récurrence suivante :

APl = A, o A"

(03

On pose =1 — a.

a) Pour tout entier n > 1, pour tout f élément de E et pour tout z du segment [0, 1], établir I'inégalité
suivante :

n 2" (T(8))"
421 < by 1]
Correction : Pour n = 1, on reprend la méthode de majoration du (IV.A.2.c) :
1
pour tout 2 € 0.1, a2 < 2* 11 [ -5z =211 5 = =° U1 5 2.5
Soit n > 1; on suppose : Vz € [0,1], |AZ f(x)] < 2™ M 1
= 1, y Ly « = (1+ ,8)
: , _ LA f(at) A S (xt)] 5 ns_(L(B)" boms
st 0. 50 = | [ G52 o <2 [T s o im0 [ 5
onc

A3 7| < 2007 mB(nﬁJrl,l ) 7] = 2+ m 08 +1,8) 1

(14 np) ((n+1)6+ 1) F((n+1)6+1)

£l

ns_(LB)"

Par récurrence, on a donc : ¥n € IN*, Va € [0,1], |AZf(z)| < z T+ nf) 171
b) En déduire que, pour tout n > 1, A? est un endomorphisme continu de E et que :
n )"
AGN < =
T(1+np)
1—‘ n
Correction : On en déduit : Vn € IN*, || A2 f|| < F((l(f)),@) I f1l. Autrement dit, I’endomorphisme A? de E
est continu et T3
145l < ==
I(1+np)’
Pour tout nombre réel positif v, montrer que :
n_ LB)"

lim 4" =
noveo | T(1+np)

On pourra utiliser le résultat de la question préliminaire I.3.

ey _ Ore)" _ 1 (LB /D)ot 0
T(1+nB) T@A+nB) (L(B)A  T(1l+np) notoo

Correction : Soit v > 0; alors "
d’apres (1.3).
Soient A un nombre complexe non nul et f un élément de E.
“+o0
a) Prouver que la série de fonctions Z A" AL f converge uniformément sur le segment [0, 1].

n=0
On note g la somme de cette série de fonctions.

Correction : Soit A € C.
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21)

()"

Pour tout n € IN*, |[A"AZ f|| < [A" T+ 1f) 171l
W CE) (Y e TE) NN (D)
or W 1 = () el = o ((5) ) done ta série 3= (T )

converge et la série Z A" AL f converge normalement donc uniformément sur [0, 1].
b) Prouver que

(idp — AMa)g = f

N
Correction : Pour tout N € IN*, (Id E — \A,) Z NUANf = f — ANTLANHL ¢
n=0

N
T (Z ATAY f) converge uniformément sur [0,1] vers g; <Z ATALf ) est une suite d’éléments de
N

N
N
E (c’est & dire de fonctions continues), donc g est continue (g € E) et (Z ATAL f) converge vers g
n=0 N
N
dans E. Comme Id E — AA,, est continu dans F, <(Id E—)A,) Z A"AZf) converge dans F, c’est a dire
n=0 N

uniformément sur [0, 1] vers (Id E — AA,)g.
D’autre part, (ANtTAVH!f) o converge uniformément vers 0 sur [0, 1], c’est & dire converge vers 0 dans E.
Donc (IdE — A, )g = f.

¢) En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, 'opérateur idg — A, est inversible et que :

(idp — M) Z ATAR
+0o too
ot Y A" A désigne l'application f — Y A" A%L(f).
n=0 n=0
+oo
Correction : D’apres la question précédente, (Id E — A\A,,) Z ATAN =1d E.
n=0

—+o0 —+o0
On montre de méme : Vf € E, (Z A”AZ) (IdE — XA, f = f, c’est a dire (Z A”AZ) (IdE — M\A,) =
=0 n=0
1d E. !
—+oo

Donc Id B — MA,, est inversible dans E, d’inverse Z ATAT.
n=0

IV.C - Pour tout entier naturel n, on note e,, la fonction monoémiale ¢t +— t™ .
Soit n un entier naturel.
a) Calculer Ae, .

b (at)”

L+ DI(E)
o (1=t

d A =
NCESEYIR onc A.én

en+p en prolongeant la définition des ey a k € [0, +o00[. Le résultat précédent

Correction : A,e,(z) = 2 dt = 2°*"B(n + 1,8) =

B(n+1,8)ents = m

reste vrai pour tout n € [0, +oo.

b) En déduire que :

s (& 1
Ai_,0A))e, = nt
(1o a)en sinTan+1

Correction :

I(n+ DI(B) Fn+1D0(B) T((n+6)+ 1A = p)

(A1-a 0 daJen mAl a(ents) = T(n+1+p8) T((n+B)+ 1+ (1—p)) tA+1=6
_ Pntl) —_TOTA-F 7 et
= rera- ﬁ)I‘(n +2) Ent1 = n+1 nt1 = sinman+1
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22)

23)

Ce résultat suggere d’introduire 'opérateur P défini sur E par la formule suivante :
x
vwel0d] . Pf@ = [ foa
0

Ainsi, avec cette notation, pour tout entier naturel n,

™
(Alfa o Aa)en = - €n
sin T
Etablir que, pour toute fonction polyndémiale 1,
7
(Al—a o Aa)@/} = — P?,/}
sin T

Correction : Vrai par linéarité ...
Formule d’inversion d’Abel.

a) Montrer que ’endomorphisme P est un endomorphisme continu de E tel que :

1Pl = sup [|Pf] =1
IFiI<1

Correction : Pour tout f € FE, Pf est bien continu; de plus, P est linéaire.

Soit f € B alors Va € [0,1],|Pf ()] < / £ dt < / 1Al de = |Ifll= < | £]]; done |PF] < |£].

Donc P est linéaire continu et || P|| < 1.
De plus, si f est 'application constante 1, alors Pf : x +— x; donc ||Pf| = || f||. Donc || P|| = 1.
b) On pose B, = Aj_, 0 A,. Montrer que :

B, = —

sin T

Correction : L’ensemble (P) des fonctions polynémiales sur [0,1] est dense dans E pour la norme |.||

(théoreme de Weierstrass). Comme B, et P sont deux applications continues sur E coincidant sur
o

(P), elles sont égales.
¢) Soit D Vopérateur qui & toute application continiment dérivable de [0,1] dans C associe sa dérivée.
Montrer que D o B, est bien défini et que :

DoB,=—"

idg

sin T«

Correction : Comme P est & valeurs dans ([0, 1],C), D o B, est bien défini. Comme Do P =1Id E, on a
la formule de I’énoncé.

d) En déduire que opérateur A, est injectif.
Correction : Soit f € E tel que A, f =0; alors B, f =0, donc Po B, f = 0; avec la relation du (IV.C.3.¢),
f=0.

Donc lopérateur (linéaire) A, est injectif.
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