Devoir surveillé n°4

MP Clemenceau 2023-24
Jeudi 21 décembre 2023

Vous avez 4 heures dans la joie et la bonne humeur mais en silence!!
Le sujet comporte deux problemes au choix.

Il sera tenu compte de la présentation et de la rigueur des démonstrations. Toute copie non rédigée ne sera pas
corrigée. Il est demandé aux étudiants de mettre leurs nom et prénom sur chaque copie (double de préférence)
et de numéroter ces dites copies.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au
candidat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.
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Sujet type CCINP

Notations, définitions et rappels

Pour toute fonction f : [a,b] — IR de classe C!, on note

b
L(f) = / VIT(FOR de

une expression intégrale de la longueur de la courbe représentative de f.

I. Quelques exemples de calculs de longueurs

I.1. Vérifier la formule donnant L(f) pour f définie sur [0, 1] par f(t) = t.
1.2. Calculer L(f) pour f définie sur [0,1] par f(t) = ch(t).
I1.3. Un exemple de calcul de longueur d’un arc de courbe.
I1.3.1 Calculer L(f) pour f définie sur [0,1/v/2] par f(t) = v1 — t2.
I.3.2 Retrouver le résultat de la question précédente sans calcul, par des considérations géométriques.

I.4. Soit f définie sur [0, 1] par f(t) = 2. Calculer L(f), en utilisant une intégration par parties ou en s’inspirant
de la question I.2.

II. Un calcul approché de longueur

L’objectif de cette partie est d’effectuer un calcul approché de la longueur d’un arc d’hyperbole. On considere,
pour ce faire, la fonction f définie sur [1/2,1] par f(t) = 1/t.
I1.1. Expression intégrale de L(f)
I1.1.1 Donner une expression intégrale de L(f).
I1.1.2 Montrer que L(f) est aussi la longueur de l’arc d’hyperbole correspondant & la restriction de f &
I'intervalle [1,2].
11.2. Expression de L(f) sous forme de série numérique

I1.2.1 Soit a € IR\ IN. Rappeler le développement en série entiere de la fonction u — (1+u)®, en précisant
son domaine de validité.

I1.2.2 Montrer que, pour tout ¢t €]0, 1], on a :

7 too
m _ 1 +Z(_1)n_1( (2”)' t4n—2

12 2 2n — 1)22n(n!)2

n=1
I1.2.3 On note, pour tout entier n, a, = % Montrer que la suite (an)ne]N* est décroissante et
donner un équivalent de a,, quand n tend vers 4o0.

11.2.4 En déduire une expression de L(f) comme somme d’une série numérique (on vérifiera avec soin les
hypotheses du théoreme utilisé).

I1.2.5 Donner une valeur approchée de L(f) en utilisant les 5 premiers termes de la série obtenue a la
question précédente et donner une majoration de I’erreur commise.

I1I. Longueur du graphe des fonctions puissances
On s’intéresse ici, pour tout entier n > 1, aux fonctions puissances p,, définie sur [0, 1] par :
vt € [0,1], pn(t) =1t"

On désigne par (), N+ la suite définie par :

1
Vn € IN*, A\, = L(pn) = / V14 n2t2n—2 dt
0

ITI.1. Conjecture sur la limite éventuelle de (\,), N~



ITI.1.1 Déterminer A; et As.

I11.1.2 En tracgant, sur un méme graphe, les courbes représentatives de quelques fonctions p, avec n de
plus en plus grand, conjecturer la convergence de la suite ()‘n)ne]N* ainsi que la valeur de sa limite
éventuelle.

II1.2. Convergence et limite de la suite (\,), . N*
II1.2.1 Montrer que, pour tout entier n € IN*, on a

Lo 1 dt
n— — U =
An — TL/O t dt = Hn OO Uy = 0 1 T n2t2n—2 + ntn_l

II1.2.2 Montrer que A, < 2 pour n € IN*.
IT1.2.3 Déterminer la limite de la suite (u,), N+ (on citera avec précision le théoreme utilisé).
IT1.2.4 En déduire la convergence de la suite (A,), N+ ainsi que la valeur de sa limite.

II1.3. Plus généralement, montrer que si f : [0,1] — IR est une fonction de classe C!, croissante et telle que
f(0)=0et f(1) =1, on a alors L(f) < 2.

IV. Un résultat inattendu

IV.1. Etude de l’intégrale généralisée fol Sir;(t) dt

sin(t)
t

IV.1.1 Montrer que 'intégrale généralisée fol dt est convergente.

IV.1.2 Montrer que pour tout x > 1, on a

/1 S gy cos(1) - <@ /j cost)

t x 12

+o0 blﬂ(t)

En déduire que l'intégrale généralisée f dt est convergente.

+oo 005(215)

IV.1.3 Montrer que 'intégrale généralisée f dt est convergente.

IV.1.4 Montrer que 'intégrale généralisée [| oo sin (t) dt est divergente. En déduire la divergence de I'intégrale
+o0 \sm(t)|
généralisée [ dt.
IV.2. On désigne par g la fonctlon définie sur ]0,1] par g(t) = 7 sin (}) et par f la fonction définie sur le méme
intervalle par f(x f gt

IV.2.1 Montrer que la fonctlon f se prolonge par continuité en 0. On notera encore f ce prolongement.
IV.2.2 Montrer que f est continue sur [0, 1] et indéfiniment dérivable sur |0, 1].
IV.2.3 Montrer que

lnn/ lg(t)] dt = +o0

IV.3. Pour tout réel x €]0,1], on désigne par A(z) la longueur de la courbe représentative de la restriction de
la fonction f au segment [z, 1]. Donner une expression intégrale de A(x) pour x €]0, 1], puis montrer que
limJr A(z) = 4+o00. Donner une interprétation de ce résultat.
x—0

V. Continuité de la fonction longueur

On rappelle que ’application
fellfllee = sup [f(2)]
t€(0,1]

définit une norme sur 'espace E = C°([0,1],IR) des fonctions continues de [0, 1] dans IR.
On note By = C([0, 1], IR) I'espace des fonctions continiiment dérivables de [0, 1] dans IR et pour toute fonction
f € F1, on note

= 1£O)] + [l
V.1. Comparaison des normes ||.|| et ||.|oo
V.1.1 Montrer que 'application f — || f|| définit une norme sur Ej.

V.1.2 Montrer que
Vi€ By [Ifllee < IIFI



V.1.3 Les normes ||.|| et ||.||oo sont-elles équivalentes sur Fq 7

V.2. On désigne par (fn), N+ la suite de fonctions définie sur [0, 1] par

sin(nmt)
N

V.2.1 Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

Vn e IN*, Vt € [0,1], fult) =

V.2.2 On désigne, pour tout entier n € IN*, par I,, = L(f,,) la longueur de la courbe représentative de f,,.
Montrer que

Vn € IN*, Inzfg

V.2.3 L’application L : f+— L(f) est-elle continue sur (F1, ||.||s) ?
V.2.4 L’application L : f — L(f) est-elle continue sur (Ey,|.||)?



Sujet type Centrale

On note E l’espace vectoriel normé des applications continues du segment [0, 1] dans C muni de la norme

f=lfll= sup |f(t)], et Z.(F) lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans lui-méme.
¢
Soit v un élément de Z.(FE), et f un élément de E'; I'image de f par v est notée vf. L’espace Z.(E) est
muni de la norme v — ||v|| = sup ||vf||(on ne demande pas de vérifier que c’est une norme).
llrlI<1

Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d’'un opérateur appliquant E dans lui-méme qui est
introduit dans la troisieme partie. Pour ce faire, on met en place dans les deux premieres parties des outils
nécessaires a cette étude.

Rappels

La deuxiéme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle définie sur I'intervalle |0, +o00[ par la formule
suivante :

+oo
Vo €]0, 400 F(x):/ ettt
0

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur I'intervalle |0, +00] et, pour tout entier naturel k et tout nombre
réel x > 0:

+o0
() = /0 (Int)Fe tt*1dt
De plus, pour tout x > 0, cette fonction vérifie I’équation
Iz +1) =al(x)
Comme T'(1) = 1, il en découle que, pour tout entier naturel n,

P'(n+1)=n!

Partie I : Questions préliminaires

1) Montrer qu’il existe un réel ¢ de 'intervalle |1, 2[ tel que I'(c) = 0.
2) En déduire que la fonction I' est strictement croissante sur 'intervalle [2, +00] .
3) Montrer que, pour tout nombre réel v > 0 ,

~v® =o(I'(x)) au voisinage de + oo

Partie II : Comportement asymptotique de la somme d’une série

entiere au voisinage de la borne supérieure de son intervalle de
convergence

IT.A - Soit ¢ une application continue de l'intervalle [0, +o00[ dans IR, intégrable sur Uintervalle [0, +oo[. On
suppose de plus qu’il existe un nombre réel ¢y > 0 tel que la fonction ¢ soit décroissante sur lintervalle [¢g, +00].

4) Etablir que la fonction ¢ est positive sur l'intervalle [to, +ool.
(on pourra raisonner par ’absurde).

5) Soit h un réel strictement positif.

nh
a) Prouver que pour n suffisamment grand, 0 < h¢(nh) < / () dt .

(n—1)h
Correction : Pour n > (to/h) + 1 : on a [(n — 1)h,nh] C [to, —|—oo[ ¢ est donc décroissante et positive sur
cet intervalle et donc, pour tout ¢ € [(n — 1)h,nh] ¢(t) > é(nh
nh nh
Done / (1) dt > / b(nh) dt = ho(nh) > 0
(n—=1)h (n—1)h
+oo
b) Montrer que la série Z h¢(nh) converge.
n=0



Correction : La série Z h¢(nh) est une série & termes positifs & partir d’un certain rang. La suite des
sommes partielles est donc croissante a partir d’un certain rang.
D’apres la question précédente on a, pour N > ng > (to/h) + 1

> h(nh) < thbnh Zh(bnh Zh¢nh Z/

n=no+1 n=ng+1 1)h

Or la fonction ¢ est intégrable sur [0, +o0o[ et par conséquent sur [ngh, +oo[. Par positivité de ¢ sur ce dernier
intervalle (inclus dans [tg, +00[), on obtient alors

nh Nh “+o00
/ sty = [ ()i < / o(t) dt
( n

n—1)h noh

N
n=no+1

La suite des sommes partielles de la série Z h¢(nh) est donc croissante a partir d’un certain rang et majorée,
elle est donc convergente.

Remarque : en fait, si on accepte le théoreme de comparaison de séries intégrales avec les hypotheses de
décroissance et positivité de la fonction a partir d’un certain rang alors on retrouve le résultat.

I1.A.3) Prouver que
h_}é{rﬁ>0h§¢ (nh) / o(t) dt

(On pourra introduire un nombre réel a suffisamment grand et écrire :

n
h +oo

“+o0
>~ h(nh) = Z he(nh) + Z nh)
n=0

Q
h

ol [%} désigne la partie entiere de % )

Correction : Pour n > (ty/h) + 1, pour la méme raison qu’au (IL.A.2.a) :
nh

hotoh) < [ oft)dt < ho((n ~ D).
(n—1)h

On note ng la partie entiere de (to/h) +2.

+oo +oo +oo +oo
On a alors : Z ho(nh) < > / G(t)dt < > he((n—1)h) = Y he(nh),
n=ng n=ng (n— 1)h (no—1)h n=ng n=ng—1
400 +o00
donc 0 < ho(nh) — o(t) dt < ho((ng — 1)h).
one :Z (nh) /() )t < ho((mo — 1))

De plus,

(no—l)h ng—2
/ Z he(nh)
0

Comme V¢ € [nh, (n + 1)h], \t - nh\ <h:

(no—l)h no—2
/ t)ydt— > he(nh)
0

n=0

no— (n+1)h
s / (6(t) — p(nh)) dt
n=0 "

h

0 (n+1)h
<y / 16(t) — S(nh)| i
n=0 "

h

< (no — Dh-sup{[o(t) — ¢(u)] £, u € [0, (no — 1)h], [t — u[ < h}

Or (ng—1)h < o+ h. On se limite a h €]0, 1] ; ainsi (ng —1)h < to+ 1. Comme ¢ est continue sur le segment
[0,t0 + 1], elle y est uniformément continue.
Soit € > 0; on peut trouver hg €]0, 1] tel que Vt,u € [0,to + 1], |t — u| < hg = |¢(t) — Pp(u)| < e.

(no—1)h no—2
/0 )&t — 3 ho(nh)

n=0

+oo +oo (no—1)h ng—2 +o0o +o0
Comme /O (1) dt — ;m(nh) _ ( /0 (1) dt — ngo h¢>(nh)> + ( /n BECLEDY h¢(nh)>7

- n=ng

Alors, pour h €]0, ho], on a : < (to + 1e.

on en déduit :

< (to + 1)e+ ho((ng — 1)h)

+o0 too
/0 o)t — 3 ho(nh)

n=0




Comme ¢ est continue sur le segment [0,to + 1], elle y est bornée.
Or (ng — 1)h € [0,tp + 1] ; donc ho((ng — 1)h) — 0.
—

On peut donc trouver hy > 0 tel que Vh €]0, hq], |ho((ng — 1)h)| < e.
Finalement, pour tout h €]0, min(hg, h1)], on a :

< ((to + 2)e.

+o0 too
| o= nown
n=0

+o0 too
Comme t( est une donnée, on peut conclure : / o(t) dt — Z h¢(nh) —— 0.
0 vt h—0,h>0

II.B - Pour tout nombre réel @ > 1, on note g, la fonction définie sur l'intervalle [0,+oo| par la formule
ga(t) = e tto L,

II.B.1) Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du IL.A.
En déduire que

+oo
x_}lirgd(—lnx) Zoga(—nlnx) =T ()

Correction : Pour a < 1, la fonction g, ne peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, +ool.
Pour la suite, on suppose a > 1. Alors g, est continue sur [0, +o0o[ (aprés prolongement naturel en 0) et
intégrable sur [0, +oo[ (d’intégrale I'(er)) car au voisinage de 400, e t*71 = 0 (3) et la fonction ¢ — 7 est
intégrable sur [1, +ool.
Elle est dérivable sur |0, +oo[ et g/, (t) = e t*"2(—t + o — 1). Donc g/, est négative sur [a — 1, +00[ et g, est
décroissante sur cet intervalle. Les hypotheéses du (II.A) sont donc satisfaites par g, « > 1.

+0o too
Pour = €]0,1[, h = —Inz > 0 et hzjoga(nh) =(—Inz) z:oga(—nlnx)); comme h m 0 avec h > 0,
n= n—=
+oo +00
d’apres (IL.A), (—lnx)ngoga(—nln x)) i /0 Jo = ().
“+o0
I1.B.2) On considere la série de fonctions Z nolg"
n=0

a) Etablir que cette série est correctement définie pour z € ]—1,1[. On note S, la somme de cette série de
fonctions.

Correction : On étudie la convergence absolue de la série E nelgn

‘(n_f_l)aflanrl‘ B

‘naflxn|

pour x # 0 :

a—1
(1 + ) || —— || ; d’apres la regle de d’Alembert, comme |n®~!2"| > 0 pour
n n—+00

tout n > 1, si |z| < 1, la série Z ‘n“‘lx"’ converge, si |x| > 1, elle diverge.

Donc le rayon de convergence de la série entiére E n®1a™ vaut 1.

b) Prouver que, lorsque z tend vers 1 avec z < 1, alors :

[(a)

Sa(z) ~ -2

Correction : Pour z €]0,1[, go(—nlInz) = (—Inz)* 1n* 12" = (= Inx)*" 1S, ().
Pour aa>1:

_ a . () . _
—Inzgy(—nlnz) = (—Inz)*Sy(z) m I'(«r) # 0; donc Sy (z) ~ Cinar au voisinage de 1~. Comme
s I'(a) iy -
Inz ~ 2 — 1 au voisinage de 1 : Sy (x) ~ -y au voisinage de 17.
—x [e3

Partie III : La premiere fonction eulérienne

III.A -

III.A.1) Etablir que, pour tout couple (o, B) de nombres réels strictement positifs, la fonction ¢ +— t*~1(1—¢)#~!
est intégrable sur l'intervalle ]0, 1].



Correction : La fonction t — t*~1(1 — ¢)5~! est continue sur ]0,1[. Equivalente en 0 & t*~1, elle est
intégrable sur ]0,1/2] si et seulement si o —1 > —1, c’est & dire o > 0. Equivalente en 1~ & (1 —#)#~1, elle est
intégrable sur [1/2,1[ si et seulement si S —1> —1, c’est & dire 8 > 0. Elle est donc intégrable sur |0, 1] si et
seulement si « et 8 sont strictement positifs.

Pour tout couple («, 3) de nombres réels strictement positifs, on pose :

B(a,ﬁ):/o A € ) e

III.A.2) Prouver successivement pour tout couple («, ) de nombres réels strictement positifs les relations
suivantes :

(1)  B(a,p) = B(8,a)

“+o0 toc—l t
(i) B(a,B) = /0 W dt  (on pourra utiliser le changement de variable u = 13 )
@
iii) B 1,8) = ——B
(15i) B(a+1,0) e (a, B)

Correction :
i) L’ égalité est obtenue avec le changement de variable affine t — u = 1 — ¢, qui est un difféomorphisme
(application bijective de classe ¢! et de réciproque de classe 1) de ]0, 1] sur lui-méme.

i) u = 1T =t = U,L—f—l; u—t= T u est un difféomorphisme de 0, 1[ sur |0, 4+o0[, de dérivée u —=
1 1

a—1
t
.tafl 1—1¢ B-1 _ 1—1¢ at+p-2 _ ,a—1 .
(1+u)?’ (1-1) (1—t) (1—1) YAt w)eth2

“+oo L 1 1 “+oo uafl
Donc B = o~ du = ——— du.
onc B(a, () /0 e . M /0 Ao &
iii) Soit € €]0,1/2]; on fait une intégration par parties sur un segment,

1—e 1—e 1—e¢
a1 _ \B-1 — a_(l_t)B:| 9 a—1l/1 _ 1\B
/e -1t [t 5 +6/5 21— 1) dt,
(1-t°
B

Comme « et 8 sont strictement positifs, ¢* — tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 ou 1;

_ _ n\B 1—e¢

donc |t® (1-1) 0.
ﬂ ¢ e—0

De plus, 71 (1 — )7 =271 (1 = )1 (1 — ) = t271 (1 — )P~ — (1 — )P

1—e
donc/ 107 dt— Bl §) ~ Bla+ 1.8).
€ €E—>

@
= —B
g a+p

Reamrque : on peut aussi faire une intégration par parties & partir de la formule ii), en la justifiant

correctement, a partir de B(a + 1, 8).
II1.B - On se propose d’établir pour tout réel a > 0 et tout réel 8 > 0 la formule suivante :

On en déduit : B(a+1,8) = = (B(a,8) — B(a+1,8)); puis : Bla+1,8) = (a, B).

1I1.B.1) A Taide de la relation (7i7) montrer qu’il suffit de prouver D'assertion lorsque les réels a et 8 sont
strictement supérieurs a 2.

I'(a)D
Correction : On suppose que pour tout a, 8 > 2, B(a, ) = m.

Soit a, B > 0; & I'aide de la formule ITA2iii) on a

a+ at+pfa+1+p at+Ba+1+p

B(a,B) = 5 B(a+1,8) = a1 Bla+2,8) = a1 B(B,a+2)
_ a+fa+l+pfa+p+2 _a+pBa+l+Ba+pB+2a+43
= ” | 5 B(B+1,a+2)= " o 5 511 B(B+2,a+2).

Comme a + 2 et 5+ 2 sont strictement supérieurs a 2 :



_T@+2T(B+2) (a4 1)al(a)(B 4+ 1)BT(B)
Bii+2a+d) == 5 T et Bttt et it )t At

Apres substitution et simplification, en utilisant les propriétés de la fonction I' rappelées :
Bla.g)— DO
’ I'(a+p)
II1.B.2) Soient « et 8 deux nombres réels strictement supérieurs a 2. Pour tout entier n strictement positif, on

pose
n—1 k a—1 k B—1

k=0

. Il suffit donc bien d’avoir le résultat pour o + 2 et 8 + 2 sont strictement supérieurs a 2.

a) Etablir que la fonction g g : t — t*~1(1 — t)#~1 est lipschitzienne sur le segment [0, 1].

Correction : Comme av—1 et 3 —1 sont strictement plus grands que 1, ¥, g est de classe € sur le segment
[0,1], donc sa dérivée est bornée. Donc 9 g est lipschitzienne.

On note A, g un rapport de Lipschitz de cette fonction, c’est-a-dire que :
V(z,y) € [0,1]* ,  [Yaps(®) = Yas®)] < Aaplz -yl
b) Prouver que, pour tout entier n strictement positif :

Aup

fun (e 8) = Bl B)] < 5

n—1 .(k+1)/n
Correction : Soit n € IN*; B(a, ) — un(a, 8) = Z/
k=0 Fk/n

(Vs = vasS) .

k k k
Comme, sur [k/n, (k+1)/n], (o s(t) — ¢a’6(n)‘ <Ayplt— n‘ = Ay 5t — E)’ on a:
(k+1)/n k (k+1)/n k 1
a.8(t) — Yo 5(— dt| < A pglt——) dt=Aq5.—=
[ (ot —ves) < [ 7 A=) s
n—1 (k+1)/’n, k' A A

duit : |B - < _ . ao(F <, Aos _ Aap
On en déduit : |B(a, 8) — un(a, 8)| < ,;O /k/n (’(/Ja”g(t) wa’ﬁ(n>> dt| <n 5,2 o

¢) On reprend les notations de la question I1.B.2.
Etablir que, pour tout nombre réel x de I'intervalle [0, 1] :

o0
Sa(@)Sp(z) = Y up(a, B +H1an
n=0
Déduire de la question 2.b) que, pour tout réel z, 0 < x < 1,

Ao,
|Sa(2)S3(x) = B(ov, ) Sars(@)| < =57 Sarp1(a)
En utilisant le comportement des fonctions (S,),>1 au voisinage du point 1, conclure que :
L(@)I'(8) = B(a, B)I' (e + B)

Correction : Pour = € [0, 1], les séries E n® 1™ et E nP~1z™ convergent absolument (séries entieres de

rayon de convergence 1), donc la série produit converge absolument et sa somme est le produit des sommes, soit
Sa(2)Sp(x).

Le terme d’ordre n de la série produit vaut :
n n k a—1 L B—-1
kafl _p\B-1l,mn . atB-2 n v n_ atp—1 " n
Z (n—k)f 2" =n Z - 1 - " =n un(a, B)x
k=0 k=0
+oo
On en déduit que : S, (x)Sp(x) = Z n Ly, (a, B)z™.
n=0

+oo
Par différence : So(2)Ss(z) — B(a, 8)Sats(z) = Z n®*P=1 (u, (o, B) — B(a, B)) z™.
n=0

Avec la majoration du (2.b), on obtient :



@ « n Aa»
|Sa(@)S5(x) = B(a, B)Sarts(@ |<Zn B u (a, B) = Ba, B))| ,an 2 = 2 Sa g (@),

En multipliant par (1 — z)*+? .
Ao
(1= ) 8ae)-(1 ~ 2)7S5(x) — Bla, B)-(1 — 2)*0Sar(w)]| < 222 (1= 2).(1 = )9S5 (1),
Comme «, f, a+ 8 et a+ § — 1 sont tous supérieurs & 1, on peut utiliser la question (II.B.2) :
(1= ) Sal2)-(1 — 2)S5(2) ~ B0 A).(1 1)+ S, () ——— D(@)I(8) ~ Blow T (a + )

Aa,B _
et ?(1 —(E)(l —,TC)CH_B 1Sa+571(.’17) mo,

donc [T'(a)T(B) — B(a, B)T(a + B)| <0, c’est & dire T'(a)T(B) — B(a, B)T (a4 3) = 0.

ITI1.C - Formule des compléments.

I11.C.1) Etablir que la fonction a — B(a,1 — a) est continue sur Iintervalle |0, 1.

Correction : D’apres la question B on a B(a,1 — a) = I'(a)T'(1 — @). La fonction @ — B(a,1 — «) est
continue sur I'intervalle |0, 1] comme composée de fonctions continues.
II1.C.2) Soient p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < q.

2p + 1 2p+1 oo 42

p(2tl 2+ :2q/ S
2q 2q o L4t
Correction : On a (2p +1)/(2¢) €]0,1[.

2p+1 2p+1 +oo 1(2(p—q)+1)/29)

Diapres le (IMLA.2.i), B (252 1 P11 _ / el

2q 2q 0 I+t
Le changement de variable u — t = u?¢, diffSomorphisme de |0, +oo[ sur lui-méme, permet d’obtenir :
2 1 2 1 too 2(p—a)+1 +oo 2p
B Pt ,1— i = ui.un%*l du = 2q v
2q 2q 0 1+ u24 0 1+ u24

b) Pour tout entier k& compris entre 0 et ¢ — 1, on note :

a) Vérifier que :

dt.

Z‘2k+1
zp =€ 24

K

Etablir que :

2 q—1
(%) ﬁz_izziﬂl 11
1+X2q 2qk=0 X*Zk X+Zk
Correction : Les z, k compris entre 0 et ¢ — 1 et leurs opposés sont les 2¢ zéros de X2¢ + 1 (et ils sont
simples).

X2
Comme A = X?P a un degré strictement inférieur & B = X279 4 1, la partie entiere de e est nulle. Le
X2p 2p = Qg bk
développement en éléments simples de ——— s’écrit donc : ————— = ,ou les ay et
pp P 1+ X2 14+ X2 Z(X_Zk+X+Zk> g
A(z) A(—2k)

les by, sont des nombres complexes définis par : ap = et by =

23’( k) 32’(—%)’
Or B' =2¢X%1~ ! et 229 = —1; donc B'(2) = —— et B/(—2z) = -, ; d’ott la formule de ’énoncé.
Zk Zk

c) Apres avoir vérifié que, pour tout nombre complexe ¢ de partie imaginaire non nulle, la fonction

-R
t— 3 ln ((t — Re(c))® + (Im(c))Q) + i arctan (I(e())) est une primitive sur IR de la fonction
m(c
t— 7 brouver, en utilisant judicieusement la relation (x), que :
—c

+oo t2p 2pt1
7
—dt=—1— 2
/0 1+ t2f1 Z
En conclure que :

+oo 2
tP e 1
/ v T o
0 + 4 sin (%ﬂ')

Correction : Vérification par simple dérivation ...
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Pour tout k compris entre 0 et ¢ — 1, la fonction :

w it (; In ((t — Rzi)? + (Szx)?) + i arctan (t ;%Zk>)

SZk

— <; n ((t 4+ Rzp)? + (=Szp)?) + iarctan < —
1 (t—Rzp)? + (Sz)? . t— Rz t + Rz,
5 In (1 F Roo)? + (S )2 + 1 | arctan Sor + arctan Sor
1 1

t— zp _t—&—zk'
1 .
>O, U.)k(t) mﬂ'l, et wk(O) =0.

est une primitive de ¢

Comme Im z, =sin7

q—1

2P
La fonction w = —— Z 2Py est une primitive de ¢ —
2q P 14 t4e
1=
De plus, w(0) = 0 et w(t) — —— Y 2PTlr = zQpH
plus, w(0) wt) = 22k T qu
R ™ q71 2p+1

On en déduit que : —— dt =limw —w(0) = —i— z .

a /0 1+ t2 +oo © 2qszok

201 e | o 2pt1 eim(2ptl) _ 1 -2
donc ZZQPH €T = 5T 57T
e €T E (e E —e ) ~ 2isinn -
+o0 2
tP 1

Finalement, / 5o dt = T T

0 1+ ¢4 2q sin m22T= p+
II1.C.3) Déduire de III.C.1 et III.C.2 que :

T
Va €]0,1] , B(a,l1—a)=T(a)l'(1 —a) = —
010 L Blad—a) = (@)l —a) = ——

2 1
Correction : Pour tout « de la forme o = P+

+oo t2p T
B(oz,lfoz):2q/ 5 dt = — .
0 1424 sin o

,avec 0 <p<gq, p,q €N, on a ainsi :

2 1
Comme a — B(a,1—a) et a+— — " sont continues sur 10, 1] et que I'ensemble des P+ ,avec 0 < p < q,
sin Ta
p,q € IN, est dense dans ]0, 1], on peut affirmer : Vo €]0,1[, B(a,1 — a) = — T
sin Tav

De plus, I'(a)T'(1 — ) = B(o,, 1 — )T (a4 (1 — @) = B(a, 1 — «).

Partie IV : L’opérateur d’Abel

Dans toute cette derniére partie, on suppose que « est un nombre réel appartenant & l'intervalle ]0, 1.

IV.A -
£t
(@~ b

IV.A.1) Etablir que pour toute fonction f de E et pour tout réel x de 'intervalle |0, 1], la fonction f —

est intégrable sur 'intervalle 10, z[.

f(t)

Correction : La fonction ¢ —
x — )

t 1
1) (bl ; comme t — ———— est intégrable sur [0, z[ (de référence, avec a < 1), ¢t —» ————
(x — 1) (x —t)> (x —t) t

est intégrable sur [0, z[, donc sur ]0, x[.
IV.A.2) Pour tout élément f de E, on note A, f la fonction définie sur le segment [0, 1] par les formules suivantes :

est continue sur [0, [ et, pour tout ¢ € [0, z],

on a <

Anf(z)=0 siz=0

Aaf(w):/om(xf_(tz)adt si0<a<1

11



a) Vérifier que, pour tout f élément de E et tout réel x du segment [0, 1],

_ o [T f(at)
Aof(z) =2t /0(1_t)adt

Correction : Pour z €]0, 1], changement de variable affine u — ¢ = uz ... La formule reste valable pour
z=0(1—a>0).
b) Montrer que, pour tout élément f de E, la fonction A, f est une fonction continue sur le segment [0, 1] .

11—

Correction : Comme z — est continue sur [0, 1], il suffit de montrer la continuité de la fonction

H
x/l—t

e Pour tout = € [0,1], t —

f(xt)

est continue (par morceaux) sur [0,1[;

(1—t)e
f(at) |
e pour tout ¢t € [0,1], x — -1 est continue sur [0, 1];
(4
e domination sur [0, 1] : pour tout ¢ € [0,1] et tout x € [0,1], on a : f(xt) < /1 ; la fonction
(L=t = (1=t)*

£
(1—t)
flat

Donc = — / a t dt est continue sur [0, 1]; donc A, f est continue sur [0, 1].

i est continue, intégrable sur [0, 1] et indépendante de x.

c) Etablir que l application A, : f — A, f est un endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé E et que :

1

I Aall = Sup. [Aafll = —
lfi< o
Correction : Par linéarité de 'intégrale, A, est linéaire. D’apres (IV.A.2.b), A, est un endomorphisme de
E.
Continuité : . | ) ) | )
_ flat I/ dt 1
Vfe E Veel0,1], |Aof(x)] < z® 1./ dt < 1. dt=|f = fll.
Donc,Vf € E, ||Aof|| < i a I 7. On en déduit que 'endomorphisme A,, est continu et que || A || < o
1 1
De plus, si f est la fonction constante 1, ||A, f|| = T o [I71l- Donc ||Aa|l = T a

IV.B - On définit la suite (A7),>¢ par la condition initiale A% = idg (application identique de E) et, pour
tout n > 0, par la relation de récurrence suivante :

ATl — A, o A"
IV.B.1) On pose S =1 — a.

a) Pour tout entier n > 1, pour tout f élément de E et pour tout = du segment [0, 1], établir 'inégalité suivante :

z"2(T(B))"

|AZ()|7W

val

Correction : Pour n = 1, on reprend la méthode de majoration du (IV.A2.c) :

1
ur u X Iﬁ d B - ﬂ (ﬂ)
pour tont & € 0,1], |4y (2) <22 7] [ s = " 115 = =" W 5 -
Soit 7 > 1; on suppose : Vz € [0, 1] |A” (z)| M|f|| 1
A" f(x r "
Soit a € [0, 1] | A+ £() ‘/ ) dt]w / LEIEO] gy < a0 OV |

Donc
n nrns_(L(B)" _ s LA
AL f@)] < 2P R BB 11 = o) || = o maErs BB + 1L ) 1]

_ s _(LB)" T(nf + DI(B) S(n+1)8 )+
Fr1+nB)T((n+1)B+1) I'((n+1)B8+1)

11l = 1A
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ns_(L(B)"

Par ré , d :Vn e IN*, Vo € [0,1], |A% < e .
ar récurrence, on a donc : Vn x€0,1], |[AZf(x)] <z T+ 1) Il £]l
b) En déduire que, pour tout n > 1, AY est un endomorphisme continu de E et que :
i < L@
AN <
I'(1+np)
)"

Correction : On en déduit : Vn € IN*, || A2 f]| < T Il f]l. Autrement dit, I’endomorphisme A” de E

(1+np)

n TB)"

est continu et

(o3

IV.B.2) Pour tout nombre réel positif ~, montrer que :

R )
A T np)

On pourra utiliser le résultat de la question préliminaire I.3.

rE)" (L))" 1 (AT(8)) /B yns+1

C ti : Soit 0; al " = = 0
orrection o1t v > U; alors T(1+ np) I'(1+np) (v['(B))(1/5) (1 +np) otoo,
d’apres (L1.3).

IV.B.3) Soient A un nombre complexe non nul et f un élément de E.
“+o0o
a) Prouver que la série de fonctions Z A" AL f converge uniformément sur le segment [0, 1].

n=0
On note g la somme de cette série de fonctions.

Correction : Soit A € C.
Pour tout n € IN*, [An A7 £ < A" = BD" gy
as = I'(1+np)

o O (1Y e T (VY o S T
or W 151 = (3) @I s 1l = o (5) )+ done ta serie ST P g

converge et la série Z A" AL f converge normalement donc uniformément sur [0, 1].
b) Prouver que
(idp — Aa)g = f
N
Correction : Pour tout N € IN*, (IdE — AAq) > A"ALf = f — ANTTAT f.

=0
N " N
Or (Z ATAY f) converge uniformément sur [0,1] vers g; (Z ATAY f) est une suite d’éléments de E
n=0 N n=0 N

N
(c’est & dire de fonctions continues), donc g est continue (g € E) et <Z ATAY f) converge vers g dans E.
N

n=0

n=0

N
Comme Id E—\A, est continu dans F, ((Id E—)\A,) Z ATAN f ) converge dans F, ¢’est a dire uniformément
N

sur [0,1] vers (Id E — AA,)g.
D’autre part, (/\NHA(IXVHf)N converge uniformément vers 0 sur [0, 1], c’est & dire converge vers 0 dans E.
Donc (Id E — XA, )g = f.

c¢) En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, 'opérateur idg — \A, est inversible et que :

+oo
(idp — Ma) ™' =D A"AL
n=0
“+o00 +oo
ol Z A" A7 désigne l'application f +— Z APAR(f).
n=0 n=0
“+oo
Correction : D’aprés la question précédente, (Id E — A\A,) Z APAN =1d E.
n=0
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+00 too
On montre de méme : Vf € E, (Z A"AZ) (IdE-XA,)f = f,c’est adire <Z A”AZ) (IdE-)A,) =1dE.
n=0 n=0
“+oo
Donc Id E — AA, est inversible dans E, d’inverse Z ATAL.
n=0

IV.C - Pour tout entier naturel n, on note e,, la fonction monoémiale ¢t — t™ .
IV.C.1) Soit n un entier naturel.

a) Calculer A,e,, .

dt = 2°™B(n +1,8) = " : donc Aye, =

fon : e [t L(n + )I(B)
Correction : A,e,(r) = xﬁ/o TG T(n+1+5)
L(n+1)I(3)

B(n+1,8)entp = m@ﬂg en prolongeant la définition des e; & k € [0, +o00[. Le résultat précédent

reste vrai pour tout n € [0, +o00[.
b) En déduire que :

s e 1
Ai_,0Ay)e, = nt
(A1-a a)en sinTan+1

Correction :
Pt DO, o Pt OEE) Tt §) + IL-6)
Tn+1+8) " T T+ 1+8) T((n+p) + 1+ (1—p)) "+

T(n+1) _Iera-s) _ T et
T - B)W%H S o |

(Al—a o Aa)en

IV.C.2) Ce résultat suggere d’introduire 'opérateur P défini sur E par la formule suivante :

vrelo1] Pf(:c):/oxf(t)dt

Ainsi, avec cette notation, pour tout entier naturel n,

m
(Alfa o Aa)en = - €n
sin T
Etablir que, pour toute fonction polynomiale v,
m
(Alfa o Aa)w - - P(/}
sin T

Correction : Vrai par linéarité ...
IV.C.3 Formule d’inversion d’Abel.

a) Montrer que I’endomorphisme P est un endomorphisme continu de E tel que :

1P|l = sup [[Pf][=1
llfi1<1

Correction : Pour tout f € F, Pf est bien continu; de plus, P est linéaire.
T xT
Soit € B alors Yo € (0.1 [PS@) < [ 1@ de< [ If] at=|fll < 1]5 done |PF] < 1]
0

Donc P est linéaire continu et ||P|| < 1.
De plus, si f est application constante 1, alors Pf : z — x; donc ||Pf]| = ||f||. Donc || P| = 1.
b) On pose B, = A1_, o A,. Montrer que :

™

Boc =
S T

Correction : L’ensemble (P) des fonctions polynémiales sur [0,1] est dense dans E pour la norme ||.||

(théoreme de Weierstrass). Comme B, et P sont deux applications continues sur E coincidant sur (P),

) in T
elles sont égales.

¢) Soit D V'opérateur qui & toute application contintiment dérivable de [0, 1] dans C associe sa dérivée.

Montrer que D o B, est bien défini et que :

s

DOBa: ZdE

sin T
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Correction : Comme P est & valeurs dans ([0, 1],C), D o B, est bien défini. Comme Do P =1Id E, on a
la formule de 1’énoncé.
d) En déduire que Popérateur A, est injectif.

Correction : Soit f € E tel que A, f = 0; alors B, f = 0, donc Po B, f = 0; avec la relation du (IV.C.3.c),
f=0.

Donc l'opérateur (linéaire) A, est injectif.
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