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Exercice commun

1)

2)

3)

4)

Pour tout entier naturel n, on définit sur intervalle J = [1, +o0[, la fonction f, définie par :

(=1)"
NI

Démontrer que la série de fonctions E fn converge simplement sur J.
n>=0

Correction : A z € J fixé, la suite (| fn(2)])

fn(x) =

est décroissante et de limite nulle. La série g fn(z) vérifie
n=0
donc les hypotheses du critere spécial des séries alternées et est ainsi convergente, d’ot1 la convergence simple

de la série Z fn sur J.

n=0

On note alors pour tout = de J, ¢(z) sa somme.

Montrer que cette série de fonctions ne converge pas normalement sur J.
1 1 1

1
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série de Riemann divergente (o = 1/2 < 1). Ainsi, la série Y f, ne converge-t-elle absolument en aucun
point et donc a fortiori pas normalement sur J (ni sur aucun intervalle, d’ailleurs).

Correction : Pour z € J, |f,(x)] étant le terme général d’une

Autre rédaction : pour n € lN, la fonction |f,| est décroissante sur J, donc || fn o Comme

1
N Vi¥tn

on a est divergente, donc la série E fn ne converge pas normalement

1
—_— , la série
1+n n% Z V1

sur J.

Etudier alors sa convergence uniforme sur J.
Correction : soit x € J et n € IN. La majoration du reste par le critere spécial donne

“+o0
> fula)

k=n-+1

< [ fnra ()]

La décroissance de |fn,+1| donnent alors

+oo
> ful@)] <

k=n-+1

vn+2

d’ol la convergence uniforme de la série > f,, sur J.

Déterminer £ = lim Z fnl(x)

xr——+00

Correction : Pour tout entier n f,, admet une limite en +00. Pour n =0, lim =1, et pour tout n > 1

)
r—r+00

hm fn(x) = 0. La série Z fn étant uniformément convergente, le théoreme de la double limite assure la
T—+

convergence de Z liril fn(x) et permet de dire que
Tr—r+00
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a) Justifier la convergence de la série de terme général u,,. On note a = E Uy S& SOmMMme.

5) Pour n € IN*, on note u,, =

n=1

. = sz —1)" 7. . 7 J)
Correction : La série de terme général u,, = ( \/E) est une série de Riemann alternée; elle vérifie les

hypotheses du critére spécial (signe alterné, valeur absolue décroissante et de limite nulle) et est donc
convergente.

) s ’ . . a 1
b) Montrer que l'on a au voisinage de U'infini : ¢(x) = £+ ﬁ +0 (963/2>

Correction : On a

(z)—1++§f(x)—1++f(”n—f(_l)n(1 — >
e e e vz T

n=1

On en déduit que
“+o00

p(z) =1 - % == (1" <\/1m B Jliﬁ)

n=1

1
L’inégalité des accroissements finis appliquée & la fonction h : t — —, de dérivée b/ : t — —

Vit

1
2373 SU
I'intervalle [nz, 1 + nz] donne

1 1 1

0< - <
vnr 1+ nz = 2(nx)3/?

1
On en déduit que, sachant que la série Z Yz) est convergente
n

= 1 1 1 X1
> (1" - < Y-
— vVnr 1+ nz 223/2 — n3/2

a 1
On peut donc conclure que ¢(x) = ¢ + 7 +0 <x3/2)

Probleme CCINP : matrices <« toutes -puissantes >

Notations et objectifs

Dans tout le texte, K désigne le corps IR ou C, et p un entier naturel non nul.

On dit qu’une matrice A de .#,(K) est < toute-puissante sur K »et on notera en abrégé TPK, si, pour
tout n € IN, il existe une matrice B de .#,(K) telle que A = B".
On note T,,(K) I'ensemble des matrices de .#,(K) toutes-puissantes sur K :

T,(K)={A e #,(K) /¥Yn e IN* 3B € #,(K),A= B"}
L’objectif principal du sujet est d’établir le résultat suivant :

toute matrice inversible de .#,(C) est TPC.

Partie I : quelques exemples

1) Le cas de la taille 1
a) Démontrer que T1 (IR) = [0, +00].
Correction : Soit n € IN", tout nombre réel positif admet une racine n-iéme, donc [0, +oo] C T3 (IR).
Pour tout réel x strictement négatif, il n’existe pas de réel a tel que a? = z. On en déduit que Ty (IR) C
[0, +00[. D’ou I'égalité.
b) Soient n € IN* et b = re’? avec 7 > 0 et 6 € IR. Donner les racines n-icmes du nombre complexe b, c’est

a dire les solutions de I’équation z™ = b d’inconnue z € C.
. . s i s sy . i( 82k
Correction : Les racines n-iemes de b = re?? sont, par propriété, de la forme 3, et () avec k €

[0,n — 1].En déduire T} (C).
Correction : Comme pour tout entier non nul 0™ = 0 on peut dire que 0 est TPC. D’apres la question
précédente tout complexe non nul est TPC, on en déduit donc que T3 (C) = C.



2) Une condition nécessaire ...

a)

b)

3) ...

4)

Démontrer que si A € T, (K), alors det(A) € T3 (K).

Correction : Soit A une matrice élément de T}, (K). Soit n € IN*, il existe B € .#), (K) telle que A = B".
En passant au déterminant on a alors : det(A) = det(B™) = (det(B))". Ceci étant vrai pour tout entier
non nul n, on en déduit que det(A4) € T3 (K).

En déduire un exemple de matrice de .#5 (IR) qui n’est pas TPIR.

Correction : 1l suffit de prendre une matrice dont le déterminant est strictement négatif : A = ((1) O)'

mais pas suffisante
Soit A = I)l 02>. Démontrer qu’il n’existe aucune matrice B = (Lcl Z) de .45 (IR) telle que A = B2

En déduire que la condition nécessaire de la question précédente n’est pas suffisante.

2
Correction : L’équation <(2 b) = <_1 0 ) donne le systeme

d 0 -2
a?+bc=—1
bla+d)=0
cla+d)=0
ch+d? = -2

Si b = 0 la premiere équation donne une contradiction, si ¢ = 0 c’est la derniere qui donne une contradiction.
On a alors a = —d et donc a® = d?, ce qui est impossible avec la premiere et la derniere équation.

Conclusion le systéeme n’admet pas de solutions et donc A n’est pas TPIR. Cependant son déterminant est
positif.

La condition de la question précédente n’est donc pas suffisante.

Un cas ou A est diagonalisable
0 3 2

Soit A=1|-2 5 2
2 =30

a)

b)

Démontrer que A est diagonalisable sur IR.

Correction : Aprés calculs on obtient x4 = (X — 1) (X — 2)%. De plus le rang de A — 215 est égal & 1

et donc le sous espace propre associé a 2 est donc de dimension 2. On en déduit que A est diagonalisable.
Démontrer que la matrice A est TPIR.

Correction : D’apres la question précédente il existe P une matrice inversible telle que A = Pdiag(1,2,2)P~1.
Pour n € IN* on pose alors B = Pdiag (1, /2, ¥/2) P~1. On a alors B" = A.

La matrice A est donc bien TPIR.

Pour chacun des cas n = 2 et n = 3, expliciter une matrice B de .#3 (IR) vérifiant B" = A.

Correction : D’apres le calcul de la question précédente pour obtenir explicitement les matrices B il
faut donc calculer la matrice de passage de la base canonique & une base de vecteurs propres et I'inverser.

1 1 3 2 -3 -2
Apres calculs on trouve P= | 1 0 2|, puis P' = 2 -3 —1]. Par suite, pour n € IN* on
-1 1 0 -1 2 1

obtient :
22  —343Y2 —2+232
B=| 2-2¢2 -3+44Y2 —2+2{2
—242¥2 3-32 2-%2

5) Le cas des matrices nilpotentes

Soit N une matrice nilpotente de ., (K).

a)

Déterminer le polynéme caractéristique de N, en déduire que NP = Q.
Correction : C’est bien entendue une question de cours qu’il faut redémontrer.

Soit A € K une valeur propre de N, il existe V' un vecteur (colonne) non nul tel que NV = AV. On a
alors, par récurrence immédiate ou par propriété sur les polynémes d’endomorphisme, pour tout n € IN*,
NV = X"V = 0. Comme V est non nul on en déduit que A = 0.

0 est donc la seule valeur propre de N et donc yny = XP.

On peut alors utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton pour dire que xn(N) = NP = 0.



6)

7

8)

9)

b) Démontrer que si N est TPK, alors N est la matrice nulle.
Correction : on suppose que N est TPK. Soit n € IN* et B tel que N = B". On a alors NP = BP" = (.
On en déduit que B est alors aussi nilpotente et donc, d’apres ce qui précede, BP? = 0. En choisissant
alors n = p on obtient que N = 0.

Partie II : le cas ou le polynome caractéristique est scindé

Dans toute cette partie, A désigne une matrice de .4, (K) dont le polynéme caractéristique noté x4 est
scindé sur K, c’est a dire de la forme :

k
i=1
avec k, r1,...,7 des entiers de IN* et \1,..., \; les valeurs propres de A, éléments de K.

On note A la base canonique de KP? et u ’endomorphisme de K? dont A est la matrice dans la base £.
Enfin, pour i € [1,k], on note C; = ker ((u — \;1d)"*) que l'on appelle sous-espace caractéristique de u
associé a la valeur propre ;.

P
Démontrer que K = @ C;.

i=1
Correction : comme dans le cours, il suffit d’appliquer le théoreme de décomposition des noyaux. En effet
si on pose, pour i € [1,k], P, = (X — \;);, les polynomes P; sont deux & deux premiers entre eux car les \;
le sont, on peut donc utiliser le théoréme. On a alors

k
ker (xa(u)) = @D ker (P;(u))
i=1

Or d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, x4 (u) = xu(w) = 0 et donc ker (x4 (u)) = KP. Avec les notations
de I’énoncé on obtient bien 1’égalité demandée.
a) Soit v un endomorphisme de K? qui commute avec u et @ un polynéme & coefficients dans K. Démontrer
que ker (Q(u)) est stable par v.
Correction : Ici ce n’est pas completement une question de cours. On peut se poser la question de

savoir qu’est-ce qui est utilisable ou redémontrable.
m )

Soit @ = > a; X" un polynéme de K[X]. Soit = € ker (Q(u)). on a, en utilisant la commutativité entre
i=0

uetov:

Q) (v(2)) = Q) ov(x) = 3 arui o v(a) = 3 aw o u™ (@) = vo Qu)(x) = 0
i=0 =0

On en déduit que ker(Q(u)) est bien stable par v.
On pouvait aussi dire, en s’aidant du cours, que : comme u et v commutent, v commute avec tout
polynome en u. Lorsque deux endomorphismes commutent, I'image et le noyau de I'un sont stables par
I’autre. D’ou le résultat.

b) En déduire que pour tout i € [1, k], le sous espace caractéristique C; est stable par u.
On notera ainsi u¢, I’endomorphisme induit par u sur C;.
Correction : comme u commute avec lui méme on a directement a 'aide de la question précédente le
résultat demandé.

Soit ¢ € [1, k]. Justifier que I’application uc, — A\;Idg, est un endomorphisme de C; nilpotent.
Correction : Soit x € C};, par définition on a

(uc, — Nilde,)™ (z) = (u— NId)" (x) =0

Donc uc; — Aildc, est un endomorphisme de C; nilpotent.

En déduire que la matrice A peut s’écrire sous la forme :
A = Pdiag ()\1[1,1 + Ni, .o Ak dy, + Nk) p!

ol P est un matrice inversible de ., (K) et, pour tout ¢ € [1,k], p; = dim(C;), et N; est une matrice
nilpotente de .Z,, (K).
Correction : soit i € [1, %], on note n; = uc, — A\;Idc,. C’est un endomorphisme nilpotent de C; d’apres
la question précédente.



10)

11)

12)

p
On consideére une base € de KP adaptée & la somme directe KP = @ C;. On note %; la base de C; obtenue
i=1
par les vecteurs de cette base €.

On note N; la matrice de n; dans la base %;. Comme uc, = \iIdc, + n;, la matrice de uc, dans la base %;
est Ailp, + N;.

La matrice de u dans la base € est alors diag (A I,, + Ni,..., \elp, + Ni). En notant P la matrice de
passage de la base canonique & la base € on obtient le résultat demandé.

Démontrer que, si pour tout i € [1, k] la matrice A\;I,, + IV; est TPK, alors A est elle-méme TPK.
Correction : on suppose que pour tout n € IN* il existe, pour tout ¢ € [1, k], une matrice B, ,, € 4, (K)
telle que A\;I,, + N; = Bf',. La matrice B,, = Pdiag (B1,n, -, Bkn) P~1 vérifie alors B? = A.

Conclusion : la matrice A est TPK

Partie III : le cas des matrices unipotentes

Soit N une matrice nilpotente de .#), (K). Nous allons montrer que la matrice unipotente I, + N est TPK.
On pourra confondre polynoéme et fonction polynémiale.
On rappelle que si f est une fonction, la notation f(z) = o (xP) signifie qu’il existe une fonction € tendant
vers 0 en 0 telle que f(z) = zPe(x) au voisinage de 0.
Une application des développements limités
a) Soit V un polynéme de IR[X] tel que V(x) = o (zP) au voisinage de 0.
Démontrer qu’il existe un polynome @ de IR[X] tel que V = XPQ.
Correction : Soit V un polynome de IR[X] tel que V(z) = o (2P) au voisinage de 0. D’apreés la division
euclidienne de V par XP? il existe (Q et R deux polynomes de IR[X] tels que V = XPQ + R, avec
deg(R) < p.
Comme V(x) = o (2?) il existe € une fonction de limite nulle en 0 telle qu’au voisinage de 0, V' (z) = aPe(x).
On a alors V(z) — 2PQ(x) = 2P(e(z) — Q(x)). On en déduit que = — Vw(f) — Q(x) admet une limite finie
en 0. Or si R # 0 alors = — Rz(;f) n’admet pas de limite finie en 0, d’ou R = 0 et donc V = XPQ.
Remarque : on peut ajouter que, de plus , 0 est racine de Q.

b) Soit n € IN*. Démontrer l'existence d’un polynéme U de IR[X] tel que l'on ait, au voisinage de 0 :
14+2=U(x)" +o(aP)
Indication : on pourra utiliser un développement limité de x — (1 + ), pour un a correctement choisi.
Correction : on consideére le développement limité de x — (1 + 9c)l au voisinage de 0 a 'ordre P. 1l
s’écrit, : .
(14+2z)" =U(xz) +o(zP) avec U € IR[X]

On obtient alors

Itz = (U(z)+o(ah)" = (U(r) +are(x))" = Znio () (U())" aPie(z)y

= @) +a7e(@) & (U re@y ! = V()" +o(e?)

¢) En déduire que , pour tout n € IN*, il existe un polynéme @ de IR[X] tel que :
1+ X =U"+ XPQ

Correction : comme 1+ X — U™ est un polynome il suffit d’utiliser les deux questions précédentes.
Applications
a) Démontrer que la matrice unipotente I, + N est TPK.
Correction : Soit n € IN*. D’aprés la question précédente I, + N = (U(N))" + NPQ(N). Or N est
nilpotente donc N? = 0, d’apres la question 1.5). D’ou I, + N = (U(N))".
Conclusion : I, + N est TPK.
b) Soit A € K non nul. En déduire que si A est TPK, alors la matrice AI, + N est TPK.
Correction : soit A € K non nul. On suppose que A est TPK. Comme N est nilpotente la matrice %N
est aussi nilpotente.
Soit n € IN¥, il existe u € K tel que u™ = X et, d’apres la question précédente, il existe B € ., (K) tel
que I, + N = B™. On a alors AI, + N = AB" = (uB)".
On obtient donc bien que Al, + N est TPK.



13) Le résultat annoncé

a) Conclure que toute matrice inversible de .#, (C) est TPC.

Correction : d’apres la question 9) toute matrice complexe peut s’écrire sous la forme

A = Pdiag (MIp, + N1, ..., Aedp, + Nyi) P71 avec les \; les valeurs propres. Si A est inversible alors
aucune des valeurs propres est nulle. On en déduit, d’apres la question précédente, que toutes les matrices
MLy, + Ni sont TPC, et d’apres la question 10) que A est aussi TPC.

b) Toute matrice de ), (C) est-elle TPC?
Correction : la question 5b) permet de dire que les matrices nilpotents non nulles ne sont pas TPC.

14) Donner un exemple de matrice de .#4 (IR) non diagonalisable et non inversible qui est TPIR.

Correction : il suffit de construire une matrice par blocs a I’aide des questions précédentes :

o O OO
SO RO
O~ = O
——_= 0 O

Il y un bloc nul qui est TPIR, et le bloc I3 + N, avec N = qui est nilpotente, est aussi TPIR.

O OO
OO =
O = O

Probleme Mines Ponts

Représentation matricielle A e4

Soit n un entier naturel non nul et M,,(C) l'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients
complexes. On note I,, la matrice identité de M,,(C). Une matrice N de M,,(C) est dite nilpotente d’indice p
si p est le plus petit entier strictement positif pour lequel NP = 0.

00 Ak

K
k=0
On admet que si deux matrices A et B de M,,(C) sont telles que AB = BA, on a eAt8 = ¢4 eP. Enfin, on
appelle bloc de Jordan d’ordre n associé au nombre complexe A, la matrice

Pour A € M,,(C), on appelle exponentielle de A, et on note exp(A) ou e?, la matrice e =

A1 0 ... 0
0 A 1

In(N) = 0

1

0 ... ... 0 A

Si n et p sont deux entiers naturels non nuls on note M,, ,(C) lespace vectoriel des matrices a coefficients
complexes comportant n lignes et p colonnes. On notera indifféremment M,, ,,(C) ou M,,(C).

Préliminaire sur la représentation ze* dans C

1) Soit r et R des nombres réels strictement positifs, o et & des nombres réels. On note w = re’® et z = Re'.
Montrer que ’équation ze* = w équivalente au systeme :

ReR cosf _ r
Rsin(f) = a — 0 (modulo2)



Correction : Soit z = Reie et w=1 €i .On a
)
o~ eR cos(0)+iR sin(0) eRcos(@) ot sin(0)

On en déduit
ye® = ReRcos(G) ei(sin(9)+9)

L’équation ze® = w est alors équivalente au systeme

ReR cos __ r
Rsin(f) = a — 0 (modulo2)

On choisit dorénavant le réel o dans Uintervalle [27, 47[. Soit alors ¢ lapplication de [0, 7| dans IR définie par
la formule :

p() = 2T elle-051)

sin 6

2) Déterminer les limites de ¢(6) lorsque 6§ — 07 et lorsque § — 7. Que peut-on déduire sur les solutions de

3)

Péquation p(f) = r pour r > 0 fixé.

Correction : comme « est strictement positif, on a lim — = +o00. Avec lim cos(f) = 1 on en déduit
6—0+ sin(6) 00+

que 91_1)r(r)1+ p(0) = +o0.

Pour I’étude en 7~ on pose h = m — 6. Lorsque 6 tend vers 7 par valeurs inférieures, cela revient a h tend
vers 0 par valeurs supérieures. On a sin(f) = sin(r — h) = sin(h), et sin(h) o h. On en déduit que
a—=0 a—T

sin(0) nsot B

De plus cos(f) = cos(m — h) = — cos(h), et cos(h) = —1 + .0 +(h2), d’on

—0
(a—0)cos(f) -1 (—0)cos(0) = —(a—m)
—em(@) (¢ —m+h) ” +o(h) ] et donc @ oo h + o(h).
Par croissance comparée on a lim xze™ ™

= 0. On en déduit que elim v(0) = 0.
-7

Tr—+00

Comme ¢ est une fonction continue sur |0, 7[ comme composée de fonction continue et qu’elle est positive,
on déduit des limites que ]0, +oo[= ©(]0, 7[), et donc tout o > 0 admet un antécédent par .

L’équation ¢(#) = r pour r > 0, admet toujours au moins une solution.

Soit D = {Re?; R > 0;0 < § < 7} U {0} et I'application de D dans C définie par g(z) = ze®.

Déduire de ce qui précede que g est surjective.

Correction : On a g(0) = 0 donc 0 a un antécédent par g.

Soit z = re', avec r € IRY.. On peut choisir o dans [27, 47[. D’apreés la question 2) il existe § €]0, 7| tel
a—0

que @(f) = r. On pose alors R = ——. Pour 6 €]0,7[, sin(f) est strictement positif, de plus, par le choix
s

in(0)

de o, a — @ est aussi strictement positif, donc R est un réel strictement positif.
Par définition de R et 6 on a alors :

ReRcos(é‘) — 4,0(0) =r et Rbln(e) =a—10

. y N . ’
Si on pose 2’ = Re', on a alors, d’aprés la question 1), 2’ e* = z avec 2’ € D.
Conclusion : g : D — C est bien surjective.

Représentation Ae? d’un bloc de Jordan

4)

Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente d’indice n.
Montrer qu’il existe X € M,, 1(C) telle que N""1X # 0 et que la famille (X, NX, ..., N"1X) est libre.
Correction : La matrice N est nilpotente d’indice n, donc, par définition, N~ # 0. Il existe une colonne

de N"~! qui est non nulle. Si c’est la jo iéme Cj,, alors, en prenant X le vecteur colonne dont toutes les
composantes sont nulles sauf la jo iétme égale & 1, N"7'X = C;,. N"71X est alors non nulle.

Autre méthode : si f est I’endomorphisme de C" canoniquement associé & N, alors f*~! # 0 et donc il
existe e € C™ tel que f"~!(e) # 0. On considere alors X canoniquement associé & e.



5)

6)

7)

n—1
Soit (Ak)reo.n—17 € R™ tel que Y AN*X = 0.

k=0
Supposons que la famille (Ax)kefo,n—1] ne soit pas nul. On considére alors j le plus petit entier de [0,n —1]
tel que A; # 0.

n—1
On a alors Z MeN¥X = 0. On multiplie & gauche par N*~177 et on obtient
k=j
n—1 n—1
SONNTTIIHEX =0 don NI HNT Y NNFTTIX =0
k=j k=j+1

Or N™ = 0, on en déduit que )\jN”_lX =0, or N"1X £ 0 et donc A;=0.

On obtient une contradiction et donc pour tout k € [0,n — 1], A, = 0.

La famille (X, NX, ..., N"71X) est libre.

En déduire que N est semblable & J,(0).

Correction : On considere f ’endomorphisme de C" canoniquement associé a N et e le vecteur de C”
canoniquement associé & X. D’apres la question précédente la famille (f"~(e),..., f(e),e) est libre. Cest
donc une base de C". La matrice de f dans cette base est alors J,(0). On en déduit que N et J,(0) sont
semblables.

Montrer que e’»(©) est inversible et que Jn(O)eJ"(O) est nilpotente d’indice n.
Correction : J,(0) commute avec elle méme donc on a

eJ"(O) e—Jn(O) — eJn(O)_Jn(O) — eo./f!n(c) = In
Donc e/n(9) est inversible, d’inverse e~ /»(0),

Le résultat est encore vrai pour toute matrice A : e? est inversible
n—1
1
Comme J,, (0) est nilpotente la matrice e’»(®) est un polynéme en .J,,(0). On a en effet e/»(0) = Z — Jn(0).
k=0
On en déduit que e’*(®) commute avec .J,,(0). On a alors

(Jn(O) eJ”(O)) = J,(0)" (e‘]"(o)) =0
Comme e’7(*) est inversible et J,,(0)"~! est non nulle, on obtient :
n—1 n—1 n—1
(Jn(O) e‘]”(o)> = Jn(0)" 1 (e‘]“(o)) et donc (Jn(O) eJ"(O)) #£0

Jn(0)e’"(©) est donc nilpotente d’indice n.
Montrer que si P € M, (C) est inversible, on a Pe’»(©) P~1 = ¢PJu(OP™" Fy déduire qu'il existe N e M, (C)
telle que J,,(0) = NeV

n—1
1
Correction : Premiére méthode : on a déja montré que e/»(©) = Z an(O)k. On en déduit que, pour
k=0 """
P € M,,(C) inversible
n—1 1 n—1 1
Jn(0) p—1 _ + = —1\k
¢ P _PZ k!J"( Zklp'] kl )
k=0 k=0

P.J,(0)P~! est nilpotente d’indice n donc cette derniére somme est égale a P /(0P

Seconde méthode plus générale : L’application de .#,(C) dans lui méme qui & M associe PM P! est
une application linéaire, or ., (C) est de dimension finie, donc elle est continue.

"1
Pour tout polynéme Q on a PQ(M)P~! = Q(PMP~1), en prenant Q = Z EXk’ on obtient le résultat

k=0
par passage a la limite lorsque n tend vers +oo.

D’apres la question précédente .J,,(0)e’#(®) est nilpotente d’indice n. On déduit de la question 5) que
J(0)e’7(©) est semblable & J,,(0). Il existe donc P inversible telle que P.J,(0)e’»(®) P~ = J,(0), et donc
PJ,(0)P~1Pe/(0) p~1 = J (0).

~

D’apres ce qui précede on a alors, en posant N = PJ,(0)P~t Jn(0) = Ne
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Soit A un nombre complexe non nul.

8)

9)

Justifier I'existence d’un nombre complexe 1 # —1 tel que A = pe* et montrer que I'on peut écrire :
T(p)e” " = My + (i + 1)t T (0) + (Jn(0))*p(Jn (0))

ou p est un polynome a coefficients complexes qui dépend de p.

Correction : D’apres la question 3) la fonction g est surjective donc il existe p tel que g(p) = A. Comme
g(0) =0et A #0on a p # 0. De plus p est un élément de D sa partie imaginaire est strictement positive
donc ce n’est pas un réel et donc p # —1.

On a J,(p) = pln + Jn(0). I, et J,(0) commutent donc on a

J (n) — eﬂln e <Z k'ﬂk[ ) eJn(O) — et In eJn(O) = et eJn(O)
n—1
; . TR Tn(0) _ 1 k
Jn(0) étant nilpotent d’indice n on a e’n\Y) = Z an(O) .
k=0

On a alors

n—1
Tn(p) €™ = (uly + Jn( (euz 217 (0 ) = (uly + Jo(0)) (e“InJre“Zkl,Jn(O)k)
k=1

On développe :

n—1 n—1
1
Jn(p) _ - k+1
Ju(p) e’ #) = et L+ et Yy (0)F + e T Z
k=1 k=1
D’ou
n—1
1
Tn(p) e = pet I, + puet T, (0 +ue“zk, 0)* + e J(0) + € Ju(0)° D I (0)*
k=1
Et encore

n—1 n—1
1 _ 1 _
Jup) e = et I, + (n 4 1) e J,(0) + J,(0)? (,ue“ > :HJn(O)’“ Tetd HJn(O)k 1)
k=2 k=1

Et enfin
= 1 k—1 1 n—2
mue I, + (n+ 1) et J,(0) + Z o J(0)" 7+ = 1)Jn(O)
— !
- 1
On obtient le résultat demandé avec p = e# (Z ( ) Xkl 4 X”2>.
P kE+1)! (n—1)

Montrer que (p+1)e*J, (0) + (J,(0)?p(J,,(0)) est nilpotente d’indice n. En déduire qu’il existe M € M,,(C)
telle que J,,(\) = MeM
Correction : Comme J,(0) commute avec tout polynéme en J,,(0) on a
(e + 1) € T (0) + (Jn(0)*p(Jn(0)))" = (Ju(0) (1 + 1) € Iy + (Ju (0)p(Jn (0))))"
= Ju(0)" ((p + 1) e I + (Ju(0)p(J0(0)))" = 0

n

De méme on a

n—1 n— —
(4 1) e Tu(0) + (Ja(0)*p(Jn(0))) " = T (0)" " (1 + 1) € Iy + (Ju (0)p(Jn(0)))"
Comme J,,(0)" = 0, lorsqu’on développe il ne reste que (u+ 1) e J,(0)"~! qui est non nulle, car on a aussi
wer 0.
Conclusion : (u + 1)e*J,(0) + (J,(0)*p(J,(0)) est nilpotente d’indice n.

D’apres la question 5) On en déduit I'existence d’une matrice inversible @ telle que
((k+ 1D)er T (0) + (Jn(0)*p(Jn(0))) = QT (0)Q "

L’équation de la question 8) s’écrit alors
Ta(p)e™ " = M, +QJ.(0)Q !

Ou encore
Ja(p)e™ " = Q (A + Ju(0) Q7' = QUu (1)@
On pose alors M = Q7 1J,(1)Q. A 'aide de la méthode de la question 7) on obtient .J,,(\) = MeM.



Forme de Jordan d’une matrice nilpotente

10)

11)

12)

13)

Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente d’ordre p. On suppose dans un premier temps que 1 < p < n.

Montrer qu'il existe B € M, ,—,(C) et C € My, ,—(C) telles que N est semblable & la matrice par blocs
suivante :

-t

olt O est la matrice nulle de M,,_, ,(C).

Correction : Comme N est nilpotente d’indice p, on a N? = 0 et NP~ # 0. Il existe alors X une matrice
colonne telle que NP~1X # 0. On utilise la méthode de la question 4) pour construire une famille libre
(N”’lX7 o, NX, X). On complete alors, par le théoreme de la base incomplete, par (X, ..., X,_,) pour
obtenir une base de ., 1(C).

Dans la base de C™ associée a (Np’l, L NX X X, X, p), la matrice de ’endomorphisme de C™

canoniquement associé N est alors de la forme : < Tp O(O) g )

Donc N est semblable & une telle matrice.

Pour tout X € M, ,,_,(C), on définit la matrice par blocs T'x suivante :

— Ip X
Tx = ( 0 In—p ) € Mn(C)

Montrer que T'x est inversible et calculer son inverse. Vérifier que A" = Tx ATy L est de la forme :

A,( 0) | ¥ >

ou l'on explicitera les matrices Y € M,, ,_,(C) et Z € M, ,—p(C).

Correction : la matrice T'x est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux non nuls, elle est donc
inversible.

Remarque : on peut dire aussi que son déterminant est égal a 1.

Pour (X,Y) € Mpm,p((C)z, un calcul par blocs donne TxTy = Txyy. On en déduit que I'inverse de Tx est
T x.

On a alors

-1 _ _ Ip X Jp(o) B Ip -X — Ip X Jp(o) _JP(O)X+B
TxATx _TxATX_(o In_,,>( 0 C)\0 I.,) \0 I, 0 c

0 Z

Montrer que dans I’écriture de A’ de la question précédente, on peut choisir X € M, ,,_,(C) de telle sorte
que toutes lignes de Y, & I’exception éventuelle de la derniere, soient nulles. (On pourra noter X(;) la ieme
ligne de X pour i € {1,...,p} et étudier 'effet sur les lignes de X de la multiplication par J,(0) dans le
produit J,(0)X.)

Correction : En notant Ai) la i-eme ligne de la matrice A, la relation Y = —J,(0)X + B 4 XC entre
matrices, s’écrit : )/(z) = _X(i+1) + B(i) + X(l)C pour tout i € [[l,p — 1]] et }/(p) = B(p) + X(p)C Ainsi, on
choisit la premiere ligne de X dans .# ,—p,(C), on peut prendre par exemple cette premiere ligne nulle. Puis
on définit par récurrence, X 41y = B(y) + X(4)C pour tout £ de 1 a p — 1. Ainsi, on a défini une matrice X
et par choix, toutes les lignes de Y sauf peut-étre la derniere, sont nulles.

En posant Z = C et Y = —J,(0)X + B + XC on obtient bien Tx ATx" = <Jp(0) Y>.

Justifier que A’ est nilpotente d’indice p. En déduire que si la matrice X est choisie comme dans la question
précédente, la matrice Y est nulle. (On pourra raisonner par ’absurde en étudiant ’effet des endomorphismes
associés aux puissances de A’ sur les vecteurs de la base canonique de C™.)

Correction : Par construction A’, A et N sont semblables. On en déduit directement (matrice d’'un méme
endomorphisme nilpotent d’indice p) que A’ est nilpotente d’indice p.

Soit g ’endomorphisme de C™ canoniquement associé & A’ et B = (e, ..., €p, €pt1, ..., €n) la base canonique
de C™. Soit ¢ € [p+ 1,n], posons vect(epy1,...,e,) = F. Delaforme de A’, on peut poser f(e;) = y;ep+z, oll
y; € C et z € F. On montre alors par récurrence que, pour tout k € [1,p — 1], f*(F) C vect(ep—kt1,---,€n)-

10



On obtient alors fP(e;) = y; fP~1(ep) + fPT1(z), cest & dire
0 =yier + fPH(z), et fP~1(z) € vect(e —2,...,ey,).
On en déduit que y; = 0 et par conséquent la derniére ligne (yp41,...,¥n) de Y est nulle, par suite ¥ = 0.

14) En déduire que lorsque 1 < p < n, la matrice nilpotente N est semblable & une matrice diagonale par blocs

de la forme :
Jpl (O) (0)
‘]Pz (0)

(0) . 00)

ou r et py, ..., pr désignent des entiers naturels non nuls.

Représentation Ae dans M,,(C)

Soit A € M,,(C). On note Ay, ..., As ses valeurs propres complexes distinctes, d’ordre de multiplicité respectifs
Qq, ..., a5 dans le polynoéme caractéristique de A. Soit f ’endomorphisme de C™ dont la matrice dans la base
canonique de C" est A et F; le sous espace vectoriel de C™ définie par F; = ker((f—X\;)®) pour tout ¢ € {1, ..., s}.

15) Montrer que 'espace vectoriel C™ est la somme directe des espaces F;. En considérant une base de C”
adaptée a cette somme directe, montrer que A est semblable & une matrice diagonale par blocs da la forme :

Ao, + Ny (0)
Alo, + N

(0) Asla, + Ng

ou Ny, ..., Ng sont des matrices nilpotentes.

16) Montrer que I'application A — Ae? de M,,(C) dans lui méme est surjective.
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