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Dans tout le probleme, I désigne un intervalle non majoré de IR.
Le but du probleme est I’étude des solutions de I’équation différentielle

Er:y —y+f(x)=0

ou f est une application continue définie sur I et a valeurs réelles ou complexes.

On verra que I'espace des solutions contient une solution f; ayant un comportement particulier en
+00.

Les parties I et II portent sur deux exemples. La partie I1I met en place 'application @ : f — f;
dans un cadre général. Les Parties IV a V envisagent diverses propriétés de la fonction f et sont
largement indépendantes.

Partie I - Etude d’un premier exemple

1) Pour z € IR, montrer l'existence et donner la valeur des expressions suivantes :

+oo +o0
ex/ e ' cos(t) dt, ex/ e 'sin(t) dt

Correction : Soit * € IR. Les fonctions ¢ + e 'cos(t) et ¢t — e 'sin(t) sont continues sur

[, +00[. De plus, pour tout ¢ € [z, +0c[, on a e~ cos(t)| < e et [e7!sin(t)| < ™. Or la fonction
+oo +oo
t — e~ est intégrable que [z, +oo[ donc les intégrales / e cos(t)dt et / e 'sin(t) dt sont

x €T
absolument convergentes. Par propriété sur les intégrales on a I'existence et 1’égalité suivante
+oo ) +oo +oo
/ ettt = / e ' cos(t)dt + z/ e 'sin(t) dt
€T x x

Une primitive de t — e /7% est t — - et Cette derniere tend vers 0 lorsque ¢ tend vers

-1+

+00 et donc :

Foo +oo -1 S Y ,
/ e cos(t)dt +i / e 'sin(t)dt = I — g%
- = —1+4 2

On en déduit

+00 o +o0 3
" / o cos(t) dt = S =IE) s / o sint) @ — <L) ()

2) On considere 1’équation différentielle

y —y+cos(z) =0, ,ze€R

Déterminer une fonction Yy bornée et une fonction g telles que la solution générale sur IR de cette
équation différentielle puisse se mettre sous la forme



3)

Yi(z) = Ag(x) + Yo(x), oud € R

Donner sans démonstration le résultat analogue relatif & 1’équation différentielle y' —y+sin(z) = 0.

Correction : Les solutions générales de 3/ —y = 0 sont de la forme x — \e?, avec A € IR. Par la
méthode de la variation de la constante 2 — A(x)e” est solution de ¢y —y = — cos x si et seulement si
N(x)e* = — cosz. On peut donc en particulier choisir, compte-tenu de la convergence de I'intégrale,

+o0 1
ANz) = / e tcostdt de sorte que 5(008(1’) — sin(x)) est une solution particuliére.
x

1
La solution générale sur IR de 3/ —y + cosz = 0 est donc Y), :  — \e® +§(cos:1; —sinx).
On remarque que Yy(x) est la seule solution bornée sur IR.
1
De méme la solution générale sur IR de ¢y —y +sinxz = 0 est Z) : x — \e® +§(COS$ +sinx).

Soit II le plan vectoriel engendré par les fonctions cosinus et sinus dans ’espace vectoriel des
fonctions de IR dans IR, c’est-a-dire I’ensemble des fonctions de la forme

x — acos(x) + Bsin(z)

ol « et B sont des nombres réels. Pour tout f € I, on définit f; par la formule

+oo
Vr € R, fi(z) = ex/ et f(t)dt

a) Montrer que la transformation f +— f; définit une application ® : II — II. La linéarité de ®
étant considérée comme évidente, donner la matrice de ® dans la base de II constituée des
fonctions cosinus et sinus.

Correction : D’apres la premiere question ® est bien définie. Elle est en outre clairement
linéaire et, toujours d’apres la premiere question, les images des fonctions cosinus et sinus
appartiennent a II. Il en découle que ® définit bien un endomorphisme de II.

o . . _ ) 1/1 1
D’apres la premiere question, la matrice de ® dans la base (cosinus, sinus) est 3 (_ 1 1).

b) On munit IT de la norme

[flls = sup [f(2)]

S

Déterminer une constante k > 0 telle que, pour tout f € II, on ait

11 lloo <K [1fll oo

Pour f € II, on définit par récurrence la suite (f,)nen+ ou f1 = ®(f) et pour tout n € IN*,
]fn—f—l = (p(fn)

Etudier 'existence de la limite de cette suite relativement a la norme définie sur Il et déterminer
la valeur de cette limite.

Correction : Soit f € II. Soit (a,b) € IR? tel que f : x — acos(x) + bsin(x). On a pour tout

a
z € R, f(z) = Va2 + b%cos(z — ), avec cos(p) = ————— et sin(p) = ———. On en
f(x) (z — ) (%) 0 (%) 0

déduit que || f|, = Va? + b2.
b b—
D’apres la question précédente, pour tout =z € IR, fi(x) = % cos(x) + e sin(z). On en
a? + b? 1
déduit = = — .
éduit que ||filo =/~ ) 1/ lloo

1
5 11
Ainsi, pour toute fonction f € II, la suite ( f")ne]N* converge uniformément sur IR vers la
fonction nulle.

Il en résulte que Hf1Hoo =



1)

5)

Partie II - Etude d’un deuziéme exemple

On donne, pour xz > 0, I’équation différentielle

, 1
Yy —y+-=0
xT

Montrer qu'il existe sur I'intervalle |0, +o0o[ une unique solution Y bornée quand x tend vers l'infini
et exprimer Yy(z) sous forme d’une intégrale.

Quelle expression donner a la solution générale Yy, ou A € IR, l'indexation étant telle que pour
A = 0, on ait la solution bornée Y; ? Etudier le comportement de Y, (x) lorsque = tend vers 0 par
valeurs positives.

t
Correction : Soit x > 0. La fonction qui & t associe Ee_t est continue sur [z,+oo[. De plus

—t
. . € . ..
au voisinage de 400 on a - = o(t—Q), or t — est intégrable sur un voisinage de +oo, donc

12
+oo ,—t

/ - dt converge. Il en résulte, par la méthode de la variation de la constante de la méme
x

maniere exactement qu’a la premiere partie, que la solution générale sur |0, +oo[ de ¢/ —y+— =10
x
est :

YA:x»—>)\em+ex/

T

+oo —t
e
— dt.
t

lim Y¢ =0.
2 B Yolx) =0
De I'expression de la solution générale, il en découle que Yj est la seule solution bornée au voisinage
de 400 (en fait elle tend méme vers 0).
—t
e 1
On a, au voisinage de 07, -~ de sorte que, par intégration des relations de comparaison dans

x

1 oo et 1
Par intégration par parties, il vient que 0 < Yp(x) = — —ex/ —-dt < — d’ou
x . x

1 _—t 1 1
le cas divergent, lorsque « tend vers 0, / eT dt ~ / n dt.
x x

+oo ,—t
On en déduit que lim - dt = +o0.

z—=0t J g

De I'expression de la solution générale, il en découle que limJr Y)\(z) = 400 pour tout A € TR.
z—0

On note Cy la courbe représentative de la solution Y).

Pour tout point m (z,, ym) du demi-plan = > 0, on note Y;, la solution de I’équation vérifiant

Yo () = ym et Cp, sa courbe représentative.

a) Déterminer 'ensemble H des points m tels que Y, (z,,) = 0. Méme question pour I’ensemble Z
des m tels que Y,!(x,,) = 0. Donner sans démonstration une interprétation géométrique pour
chacun des ensembles H et 7.

Correction : D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on dispose bien de 'existence et de
I'unicité de la solution Y, telle que Y, (2,) = ym pour tout point m(z,,,ym,) du demi-plan
x> 0.

1
On a en particulier Yy, (z,) — Y, (zm) + — = 0 donc Y, (x,,) = 0 si et seulement si y,,, = —
T Tm

1
Donc H est la branche d’hyperbole d’équation y = — avec x > 0. C’est ’ensemble des points
x

des courbes intégrales a tangente horizontale.

1
La fonction = — — étant de classe C! il en résulte classiquement que toute solution est de classe
x

1
C? et ainsi on a en particulier Y, (zm) — Y, (2m) — —- = 0 donc Y (#,,) = 0 si et seulement
xm
1 1 1
si Y, (2m) + —5- = 0 soit si et seulement si Yy, (2),) — — + — = 0.
m ITm Ty,

1 1
Donc T est la courbe d’équation y = — — — pour z > 0. C’est I’ensemble des points d’inflexion
r x



6)

7)

8)

9)

10)

analytique des courbes intégrales (on peut noter qu’en un tel point la dérivée est forcément

négative égale & ——-).
"'Um
b) Quelle est la place de la courbe Cy représentative de la solution Yy par rapport aux courbes H

et Z7?

+o0o
e
on pourra faire des intégrations par parties sur Yy(z) = e* — dt).
t
X

. . 1 e 1
Correction : On a déja noté que Yp(zr) = — —e” ol dt donc Yp(x) < —.
x x

Par intégration par parties & nouveau (validée par la méthode usuelle), il vient que Yy(z) =
Lol e +002€_tdtd Yo(a) > Lo
- — = — onc - — .
x a2 0\ x?
Ainsi la courbe mtegrale Co est strlctement comprise entre les courbes H et T.

c) Tracer sans explication sur un méme dessin des ébauches des courbes H, Z, Cy, Cy,, Cy,, OU A1

et Ao sont des réels respectivement négatif et positif.
Partie III - La transformation ¢

On suppose maintenant que I est un intervalle ouvert de la forme ]a, +0oo[, a pouvant étre égal a
—00.

Dans le C-espace vectoriel C°(I, C) des fonctions continues sur I & valeurs complexes, on consideére
le sous-ensemble

_ {f/aa R, lim /(@) _0}

oo ¢
Autrement dit, £ est I’ensemble des fonctions f négligeables en +o0o devant une certaine fonction
puissance x — =% (o dépendant de f).

Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de €°(I, C).
Etant donné f € € et = € I, on considére l’équation différentielle

Epy —y+f(z) =
Montrer que Ey admet une unique solution f; € £ définie par la formule

+o0o
Vwe[,fl(:v):e‘”/ e Tf(t)dt

On définit 'application ® : £ — & par ®(f) = f1; elle est évidemment linéaire.

Soit ®" la composée n fois de ® avec elle-méme. Pour f € £, on pose f, = ®"(f) (avec fo = f =
®%(f)). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (f,) converge uniformément sur tout compact de I,
(ii) la suite (fy,) converge uniformément vers une constante sur tout compact de I,
(iii) la série Z f1, converge uniformément sur tout compact de I.

Montrer que
+oo (t o .CU) +oo
Ver,VnE]N*,an(:c):e“/ 2 f(t)e tdt = / flz+u)e “du
x
(on pourra raisonner par récurrence en ecrlvant frnt1 = 9"(f1) et mtegrer par parties).

L’application linéaire
:E-E f— fi
est-elle injective ? Montrer que I'image de ® est I’ensemble des applications g € C!(I, C) telles que
gefetg ek
Partie IV - Fonctions bornées

Soit B I'espace des fonctions continues bornées sur IR a valeurs complexes.
B étant un sous-espace vectoriel de £ (défini au III), 'application ® est définie sur B.



11)
12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

Montrer que pour tout f € B, I'équation différentielle £y a une unique solution bornée f.

On munit B de la norme

1fllee = sup{lf(¥)], ¢ € IR}.
L’application ® est-elle continue pour cette norme ?

Soit L (resp. Ly) le sous-espace de B des fonctions ayant une limite (resp. une limite nulle) en +oo,
K le sous-espace des fonctions constantes.

Montrer que Ly et K sont des sous-espaces supplémentaires de L.

Montrer que ces sous-espaces sont stables par ®.

Montrer, a l’aide du IIL.D, que pour tout f € L, la suite (f,,) converge uniformément sur tout inter-

valle [a, +00[ vers une constante que l'on précisera (couper l'intervalle d’intégration en exprimant
que f a une limite en +00).

Montrer que 'application linéaire ® : f — f; est une injection de B dans le sous-espace des
fonctions bornées de classe C' sur IR.

L’application x + sin (22) est-elle dans I'image de ® ? Préciser I'image de ®.

Partie V - Fonctions polynomziales
Soit d un entier naturel et FP4 le C-espace vectoriel de dimension d+ 1 des fonctions polynomiales
de IR dans C a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a d.
Soit une famille £ = (&, ...,&4) de d + 1 nombres réels distincts. Pour tout f € FPy, on pose
Ne(f) = sup [f(&)]-
0<i<d
Montrer que c’est une norme sur FPy.
Soit une suite de fonctions polynomiales de FPy
x = folx) = admmd + ad_lmxd_l + ...+ aopn-
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la suite (fy) converge simplement sur C,
(ii) la suite (f,) converge uniformément sur tout compact de C,

(iii) il existe d + 1 nombres réels distincts &y, ..., & tels que, pour tout indice 0<i<d, la suite
(fn(&)) converge.

(iv) chacune des d + 1 suites numériques (a;), N, pour 0<i<d, converge.

Pour tout f € FPg4, montrer que I’équation différentielle £y a une unique solution f; = ®(f) dans

FPg.

On note encore @ : f — f1; ® est considéré ici comme un endomorphisme de FPy.

N

Pour f fonction polynomiale de degré d, on forme la suite de fonctions polynomiales (f,) ou
frn = ®"(f). Cette suite vérifie-t-elle les conditions équivalentes de VI.B?

eeeo[[Neoeo




Probléeme

I- Découverte des fonctions tests

1. Soit A une partie de R,
=) Si A est bornée dans R ,alors il existe r > 0 tel que A C [—r, 7], donc

A C [-r,7] = [-r,7] et par suite A est bornée.

On sait que A est toujours fermée, et puisque R est de dimension finie, on déduit que A est une
partie compacte de R .

<) Si A est une partie compacte de R, alors A est bornée dans R et puisque A C A, on déduit
que A est bornée dans R .

2. Quelques exemples :

a.

3. Soit la fonction h définie par : h(z) = {

a.

Soit u : R — R une application paire telle que :

u(a:):{ 4—2% sizel0,2

0 six > 2

Il est clair que application u est continue sur R et que u(x) # 0 si et seulement si z €]—2, 2],
donc Supp(u) = [-2,2]

u est donc a support compact, mais u n’est pas une fonction test car u n’est pas dérivable
en2  (Dylu)(2) = —4 # 0 = Da(u)(2) )

Représentation graphique de u :

. La fonction sin est une fonction de classe C'**° sur R , mais son support est non borné car

(rn = § + 2nm), est une suite de points de support de sin telle que limz, = +o00. Donc
noo

I’application sin n’est pas une fonction test .

exp(—%) six >0

0 stx <0

h est C> sur R* (par opérations ) avec h(*¥)(x) = 0 pour tout 2 < 0 et tout entier k € N .
Pour z > 0, h/(z) = %exp(—é), on pose P (X) = X2 .

Soit k € N*, supposons que h*) (z) = Pi(1)exp(—2) pour tout > 0, alors :

1 1 1 1 1
R () = (—xQP;é(x) + xQPk(x)> exp(~—) pour z >0

Par le principe de récurrence la suite polynomiale (Py) vérifie : Pyi1(X) = —X?P[+X?P,
et deg(Py11) = deg(Py) + 2.
k=1 k=1
Donc pour k € N*, >~ (deg(Pjy1) — deg(P;)) = Y. 2 = 2k et par suite deg(Py) = 2k car
j=0 j=0
deg(Fp) =0 (o =1)
Conclusion :

1 1
Vo >0, Vk € N, h®)(2) = Py( )exp(—;) et deg(Py) = 2k

X



La fonction A est continue sur R, et de classe C*° sur R* et de plus
1 1
lim A% (z) = lim Py(=)exp(—=) +0, lim A (z)=0.
z—0t ( ) z—0t k(CC) Xp( IE) z—0~ ( )
par le principe de récurrence, via le théoreme du prolongement de la dérivée, on déduit que
h est de classe C* sur R et que pour tout k € N, h(¥)(0) = 0.

. La fonction h est de classe C*° sur R mais n’est pas a support compact car h(z) > 0 pour

tout « > 0, donc h n’est pas une fonction test .
h n’est pas développable en série entiere au voisinage de 0 en effet : si h bes développable
en série entiere sur un voisinage de 0, alors, il existe r > 0 tel que :

Ve €] —rr[, hiz)= i h®(0) ¥ =0 car M (0) =0 t k
Tl = %l = =0 pour tout &,
k=0 '

ce qui est impossible car h n’est pas identiquement nulle sur |0, r[.

4. Soit la fonction ¢ définie par ¢(x) = h(—(z + 1)(z — 1))

a.

b.

Soit x eR, p(z) A0 h(—(z+1)(x—1)) #0<= (z—1)(z+1) >0< = €] —1,1], Donc,
Supp(p) = [-1,1].

La fonction ¢ est de classe C* sur R comme composée de deux fonctions de classe C™ et
puisque son support est compact , ’application est donc une fonction test.

Variations de la fonction ¢ :

x -1 +1
—(z—=1D(z+1) |- |0 |+ 0 |-
() 0| |emowm 0

1
¢ (x) = —2zh/(—(2? — 1)) ou W (z) = ?67% > 0 pour tout x > 0

M

La fonction © — h(—(xz — 3)(z — 8)) est une fonction test dont le support est [3, §].
La fonction x — h(—(z — 1)(x — 2)) + h(—(x — 5)(x — 6)) est une fonction test car elle est
de classe C*° et dont son support est [1,2] U [5, 6]

5. Si une fonction est a support compact, alors celle-ci est nulle au voisinage de oo, donc de limite
nulle & l'infini.

6. Construction d’une suite régularisante :

a.

Comme la fonction ¢ est continue sur R et a support compact (la foction est nulle en dehors

+1
de [—1,1] ), alors ¢ est intégrable sur Ret [¢ = [ ¢ > 0 car ¢ est continue et strictement
R —1

positive sur | — 1, 1].
+1 1

Posons ¢ = f Y= f et p(x) = —p(x) pour tout x, alors p , comme ¢ , est une fonction test
-1 R ¢

1
dont le support est [—1,1] et que p est une fonction intégrable sur R avec [ p == [ = 1.
R CR

Pour n € N, on pose py(z) = np(nx) pour tout z € R.



b. Soit n € N*, lapplication p,, est de classe C* ( opérations sur les foctions de classe C* )
sur R. De plus

Pn(ff)?é()@p(niv)#0@7&"6]—1,1[@1‘6]—%,%[

1
donc Supp(py) = [, -

p(nz)dx = [ p(t)dt = 1.

[
\»—t\ﬁ =

La fonction p, est intégrable sur R et [ p, =n
R

En conclusion : Pour tout n € N*, p,, est une fonction test et que [ p, = 1.
R

I1- Approximation uniforme sur R par des fonctions de classe C'* ou par des fonctions tests

7. L’approximation polynomiale ne convient plus
Soit (P, ), une suite de fonctions plynomiales qui converge uniformément vers f sur R tout entier

a. Soit ¢ = 1 > 0, comme (py), est de Cauchy pour la norme de convergence uniforme, il
existe N € N* tel que : Vn,m € Nyn>m > N = Va € R, |P,(z) — Pu(x)| <e =1. En
particulier pour m = N, on a le résultat demandé .

Pour n > N, la fonction poynomiale P, — P, est bornée sur R, donc constante, et par
suite deg(P,, — Py) € {—o0,0}.

b. D’apres la question 7.a), il existe N € N* tel que : Vn > N, 3C, € R; Vr € R,
P,(z) — Py(x) = C,, . Comme la suite (P,), converge simplement vers f sur, il en résulte
que la suite (C,), converge. Si C' = limC,, , alors C' = limC,, = lim(P,(z) — Py(z)) =

n n n
f(z) — Py (z) pour tout z € R, et par suite f(x) = Py(x) + C pour tout x.
Conclusion : f = Py + C est donc une fonction polynéme sur R .

8. Approximation d’une fonction continue a 'infini par une suite de fonctions continues a support
compact :
Pour n € N, z, est une fonction définie sur R paire telle que :

1 stz € [0,n]
() =< —x4+n+1 sizxe€nn+l1]
0 st x € [n+1,400]

a. Représentation garphique de z, :

1

SN

us]
b

Limite simple de la suite (z,,) :

Comme z, est paire pour tout entier n, il suffit d’étudier la convergence pour x > 0.

Soit > 0, pour tout entier n > E(z) + 1, on a alors € [0,n] et par suite z,(z) = 1 et
donc ligbn zn(z) = 1.

En conclusion : la suite de fonctions (z,), converge simplement vers la fonction constante
1.

La convergence de la suite n’est pas uniforme, car pour x, =n—+1, on a |z,(z,) — 1| = 1 ne
tend pas vers 0 quand n tend vers +oo .



b. Soit g une fonction continue sur R, nulle a l'infini
Montrons que g est bornée sur R :

Soit € = 1 > 0, comme ‘ |lim g(x) = 0, il existe a > 0 tel que : Vo € R, |z| > a on a
r|——+00

lg(x)| < 1, donc g est bornée sur | — oo, —a] U [a, +-00].
g étant continue sur R, en particulier g est continue sur le compact [—a,a] et par suite g
est bornée sur [—a, a]
En conclusion : g est bien bornée sur R .
Pour n € N, posons «,, = sup |g(z)|
|z[>n
c. Etude de la monotonie de la suite (ay,)y, :
Soit n € N, comme {|g(z)|, |z| =n+1} C {|g(x)|, |x| = n}, il en résulte que

ant1 = sup{lg(@)[, [z] = n +1} < sup{lg(2)], 2| = n} = an.

Donc la suite (ay,), est monotone décroissante .De plus (a,), est minorée par 0, donc
converge dans R .
Montrons que lima, =0:

n
soit € > 0, puisque | ‘lim g(z) =0, il exite ¢ > 0 etl que : Vx € R, |z| > ¢, |g(z)| < e

T|—+00

En particulier pour n > ¢, on a : Vz, |z| > n = |g(z)| < € et par suite pour tout n > c,
0 < a, = sup |g(x)] <e.

lz|=n

En définitive :
lim o, = 0.
n

d. Pour n € N, on pose g, = gz, :
Pourn € N et x € R,ona: g(x) —gn(x) = g(x)(zn(x) — 1), et que pour x > 0, z,(z)—1=

0 si xz € [0,n]
—x+n siz€n,n+1] (on n’oublie pas que la fonction z, est paire).
-1 si x| =n+1

D’autre part [|lgn — glloe = max(supye(—n,n) [9(2) = ga(@)], SUP|=n 9(2) = gn()])
= SUP|z|>n ‘g(.%’) - gn(x)‘ car g($) - gn<x) =0 pour z € [_nvn]
Mais pour

|z =, [9(x) = gn(@)] = g(2)][2n(2) — 1] <[g(@)] (|20 ()] + 1) < an (|2n(2)] + 1) < 2.

En conclusion :
||gn - g”oo < 20,

e. Comme la suite (o, ), converge vers 0 (indépendement de x ), il en résulte, d’apres I'inégalité
précedente, que (g, ), converge uniformément vers g sur R tout entier.De plus, pour tout
n € N, g, est une fonction continue sur R de support [—n — 1,n + 1] qui est compact.
En conclusion : Toute fonction g continue sur R, nulle & linfini est limuite uniforme de
suite de fonctions continue sur R & support compact .
f est une fonction continue sur R et g continue sur R et a support compact :

IR >0, Supp(g) C [-R, R]

9. Convolution :

a. Pour z un réel fixé, 'application ¢ — ¢(t)f(x — t) est continue sur R (par opérations ) et
nulle sur | — oo, —R[U]R, 4+00[, donc intégrable sur R.
On pose g * f(z) = [ g(t)f(z —t)dt

b. Pour x fixé, 'application ¢ — f(¢)g(z — t) est continue sur R, et nulle sur | — oo, —R —
z[U]R — x, +00], donc intégrable sur R.
On note f * g(z) = [ f(t)g(x —t)dt.



On fait le changement de variable ¢t — u = x —t qui est un C'-différomorphisme , dans
l'intégrale f % g(z), on aura :

fra@) =[5 f( t)g x —t)dt
= [ 3 f(@ —u)g(u)(—du)
= [ f(x = w)g(u)du = g * f(x),

10. Support d’une convolution :

a. Ici on suppose de plus que f est & support compact : 35 > 0 tel que Supp(f) C [-S, 5]
Siz > S+ R, alors (f *g)( f f(t)g(x — t)dt car f est nulle en dehors de [—S,S]. Si

te[-S,95], alors z —t € [— S—l—x,S+az] et commez > R+S,onax—t>R+S—t>R,

>0
donc g(x —t) = 0 et par suite (f * g)(z) = 0

Siz < —R—S, alors (f*g)(x) = (g f)(x f f(x)g(t)dt car gest nulle en dehors de [—R, R| S

€ [-R, R], alors z—t € [-R+x, R+x] et comme z < —R—S,onaz—t < —R—S —t < =85,
<0
donc f(x —t) =0 et par suite (f * g)(x) = 0.

En conclusion : f * g est a support compact .

b. Supposons f n’est pas a support compact, montrons que f * g n’est pas necessairement a
support comapct.
Prendre par exemple g positive non ulle et f = 1.

11. Dérivation d’une convolution :

a. Soit a un réel strictement positif et z € [—a,a], on a:

(f*g)( f flx—1t)gt)dt = [ f(x —t)g(t)dt car g est nulle en dehors de [—R, R).
-R
Avec le chagement de variable affinet — u=xz—t,ona: fxg(x) = — f flu —u)du =
z+R
z+R

[ flwg(z —u)du.

—-R

Pour u € [-a — R,z — R[,ona: —u>R—z et puisx —u > R, donc g(x —u) = 0.

De méme pour v €]z + R,a+ R],ona: —u < —z— Ret puisx —u < R, donc g(z —u) =0
En concluison :

z+R a+R
f*g(a:)z/f(U)g:r—u /f oz — u)du
r—R

b. On suppose de plus que g est de classe C!' sur R, alors I'application

V: Rx[-a—R,a+R] — R
(z,t) = f()g(z—1)

est continue et admet une dérivée partielle par rapport & = : de plus 'application (z,t) —
a%‘ll(x,t) = f(t)¢'(z — t) qui est continue sur R x [—a — R,a + R], donc par le théoréme

de dérivation sous le signe intgrale, la fonction f * g est de classe C! et (f * g)'(z) =
a+R
| f)g(z—t f f(t)g'(x—t)dt car ¢’ est aussi a support compact avec Supp(g') C
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[—R, R] ( g est toujours nulle en dehors de [—R, R|, donc aussi ¢'...).

En conclusion : (f*xg) = f*g .

Par le principe de rédurence on démontre que si g est calsse C* alors f * g est de classe
C™® sur R et que (f * g)*) = fx g®) pour tout entier k.

12. Application a I’approximation :

a. Soitn e N*, et r € R,on a:

£ % pulz) — f(a) =ffﬂx—w%@w—fm>

:ff$—tpntdt ff dtcarfpn t=1
=j?uu—w—fu»%@w
J (e =)= 1(@) pultdt car Supp(p) = -+, 1)

3|~

(=) = f@) pultd] < |

Dot | # pa(a) — f(x)| = Fla—1) = f(@)] paltdt.

3=

3=

. On suppose ici f est de plus uniformément continue, soit € > 0, il existe alors un réel n > 0

tel que : Vy,z € R, [y — 2| <n = [f(y) = f()| < (%)
Posons ng = E(n) +1 > 1, pour n € N* tel que n > ng, et pour tous z € R, t € [—%, =], on
a:|(x—t)—z|=t| <L <netpar (), on déduit que |f(z —t) — f(z)| < e

1

FIfe—1t) = f@)] pultdt < e

3=

Dot |f * pu(z) — f(z)| <

—

pn(tdt = € pour tout x et tout

3=

entier n > ng.
En conclusion : Ve > 0, 3ng € N* | Vn e N, n > ng = Vo € R, |f x pp(x) — f(x)| < € clest
a dire la suite de fonctions (f * pn)nen+ converge uniformément sur R vers la fonction f .

. Soit f une fonction continue sur R a support compact.

Pour n € N*, la fonction f * p,, est aussi a support compact (question 10) et comme p,, est
de classe C* sur R ( Questions 4 et 6), on a f * p, est une fonction de classe C* sur R et
par suite f * p, est une fonction test. La fonction f est nulle a l'infini, car f est support
compact, donc f est uniformément continue sur R . Par la question 12 , la suite de fonction
(f * pn)n>1 converge unformément vers f sur R.

ITI. Théoreme de Whitney

13. Soit f une fonction de classe C* sur R, posons Z(f) = {z € R, f(z) = 0} ensemble des zeros

14.

de f .

On a alors Z(f) = f~1{0} est un fermé comme image réciproque d'un fermé par une fonction

continue .

Une premiere tentative de preuve...infructueuse
Soit F' une partie fermée de R.
Cherchons Z(dp) ou dp(x) = d(z, F).

Soit x e R,ona:x € Z(dp) & d(z,F)=0& 1 € F=F car F est fermée, donc Z(dp) = F

Si Papplication dg est C* sur R, alors le théoréeme de Witney est démontré.

Représentation de dp dans le cas de F' =] — oo, —1] U [1, +-00] :
l—z si x€]|0,1]

onadp(z)=q z+1 si ze[-1,0]
0 ailleurs
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15.

if)

16.

dr ne vérifie la propriété car dr n’est pas dérivable sur R , donc dr n’est pas de classe C* .

Utilisation de foction test

On suppose que F est le complémentaire de |a, b avec a < b, donc F =] — 0o, a] U [b, +00:

On considere la fonction f telle f(x) = h(—(z — a)(z — b)) ou h est la fonction définie dans la
question 3, alors f est une fonction test ( f est de classe C* et a support compact : Supp(f) =
[a,b] ), avec Z(f) = F. Donc le théoreme est démontré .

On suppose que F' est le complémentaire de |a, b[U[c,d[ avec a < b < c< d:

On considere la fonction f telle f(x) = h(—(xz — a)(x — b)) + h(—(x — ¢)(z — d)) ou h est la
fonction définie dans la question 3, alors f est une fonction test ( f est de classe C* et a support
compact : Supp(f) = [a,b] U [c,d] ), avec Z(f) = F. Donc le théoréeme est démontré .

Démontrons le Théoreme dans le cas général :

Soit F' une partie fermée de R, notons par 2 le complémentaire de F' dans R, alors 2 est un
ouvert de R. Soit (Jax,bx[),c; une partion de €2, out I est une partie non vide de N et ay < by,
pour tout k, on a : Q = | ]ag, b

kel
Si I est fini, la fonction f telle que f(x) = Y h(—(x — ag)(x —by)) pour tout z, est une fonction
kel
de classe C* a support compact( Supp(f) C U [ak,br]. ) avec Z(f) = F. Donc la théoréme est
kel

démonté.
Si I est infini, on se rameéne & I = N et on considere la fonction

f= Z hi ou  hyg(x) = h(—(xz — a)(z — b)) pour tout z,
k=0

on a : f est de classe C* et que Z(f) = F.

PN AW AYN
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