Correction : Devoir maison n°b

MP Clemenceau 2022-23

pour le mardi 10 janvier 2022

Exercice

1)

2)

3)

On note I =)0, +oo[ et on définit pour n entier naturel non nul et pour = € I, f,(z) = e "* —2e~ 212,

+oo
Justifier que pour tout entier naturel non nul n, les fonctions f,, sont intégrables sur I et calculer / fn(z) de.
0

+oo “+o00
Que vaut alors la somme Z </ fn(x) dm) ?
0

n=1
Correction : Rappel : pour a > 0 la fonction x — e~** est intégrable sur [0, +-00[.

Pour tout entier non nul n les fonctions = — e~ " et x —» e~ 27

on en déduit que f,, est intégrable sur I.

sont continues et intégrables sur [0, 4o00],

Soit n un entier non nul :

+oo 1 1 +o0
/.fn = / e T _9 672nz dr — |: e T _ =~ e2na::| —0
I 0 n n 0

+oo +oo +oo
On en déduit que la série Z (/ fn(x) d.r) converge et on a Z (/ fu(x) dac) =0.
0 0

n>1 n=1

Démontrer que la série de fonctions Y f, converge simplement sur I. Déterminer sa fonction somme S et
n>1

+ +oo
démontrer que S est intégrable sur I. Que vaut alors / (Z fn(x)> dr ?
0 n=1

Correction : Pour x € I, 0 < e ™@ < let 0 < e” 2% < 1, les séries Ze_m et Ze_%m sont deux séries

n>1 n>1
géométriques convergentes. On en déduit que la série > f,, converge simplement sur I et sa somme est :
n>1
e " 2e 27 e ” 2e 2

“+oo
Voel Y falx)

= — — 5 = — — — —
— l—e™® 1—e2 1—-e?® (Q1-e*)(l4+e?)
d’out

2x -

too —x —2z —2z -
—92 —
Ve el an(x):e +e e _ e e e
n=1

—x

l-—e®)(1+e®) (1-e®)(lte?) 1te=

—T

La fonction S : > —— est continue sur [0,400[ et S(x) ~ e 7. Elle est donc intégrable sur I.
14+e = T— 400

e
/S:/Jrooe_mdx: [—1n(1—|—e_9”)]+00 = In(2)
I o l4em 0

“+o0
Donner, sans aucun calcul, la nature de la série Z ( / | ()] dx)

n>1

Correction : les fonctions f, sont continues et intégrables sur I, la série g fn converge simplement sur

+oo +oo
vers une fonction continue et intégrable sur I. Cependant / Z fn # Z / fn, par contraposée du théoreme
=1 n=1"1

+o0o
d’intégration terme & terme on en déduit que la série Z ( / | fr ()] da:) diverge.
0

n>1



Probleme

Dans tout le probléme I désigne un intervalle de IR, qui pourra étre [0, 1] ou [0, +00[ ou IR. On dira qu’une

fonction f : I — IR est une densité (de probabilité) sur I si elle est continue et positive sur I, intégrable sur
I et de masse 1 c’est-a-dire :

/If(:c)daszl.

Pour n € IN, on dira que le moment d’ordre n d’une densité est fini si :

x +— z" f(x) est intégrable sur I,

et on définit alors le moment d’ordre n par le réel :

1)

ma(f) = [ 2" @) d.

I
Dans tout le probleme la densité gaussienne est la densité ¢ : IR — IR définie par :

1 .2
VeelR, oz)= \/ﬂe T, (1)

I — Quelques exemples

On considere g : [0, +oco[— IR définie par : Vo € [0,400[, g(x) = e~*. Montrer que g est une densité sur
[0, +00[, que tous ses moments sont finis et calculer m,,(g) pour n € IN.

Correction : C'est un résultat de cours que x — e~ % est intégrable sur [0, +00[ (elle est bien sir continue
et positive sur cet intervalle), et on a :

“+o0
/ e dr= [—e_z]g_oo =1,
0

donc g est une densité sur [0, +oo].

Nous allons & présent montrer a la fois I’existence des moments d’ordre n pour tout n € IN, et les calculer,
grace a une récurrence sur n € IN. Pour tout n € IN, soit P,, la proposition :

< x> x"g(x) est intégrable sur [0, +oo, et on a : my,(g) =n!l. >

Nous venons de justifier Py. Montrons 1'hérédité de la proposition : soit n € IN tel qu’on ait P,,. Pour tout
t > 0, l'application o + 2"t1g(z) est continue sur le segment [0,¢], en tant que produit d'une application
polynomiale et de g; on intégre par parties, en intégrant g (qui est continue sur [0,t¢] et de primitive
T — —e %) et en dérivant z — 2"t (qui est de classe C! sur [0,t] et de dérivée de x — (n + 1)z™). On a
alors :

¢ ¢
vt >0, / " Mg(z)de = [—x”“eﬂ”]z — / (n+1)z"(—e ) dx
0 0

t
= —t"Me 4 (n+ 1)/0 e dr. (2)

t

On a, par croissances comparées : lim ¢"Tle~* = (. Par hypothese de récurrence, lim e dx existe
bl )
t——+o0 t——+o0

et est finie, et cette limite est m,(g) = n!. Donc, quand ¢t — 400, la relation implique d’une part que
t

. liin 2" g(z) do existe et est finie, donc x — 2" 1g(x) est intégrable sur [0, +00|, et d’autre part que :
—T 00
0

Mpt1(g9) = (n+ )n! = (n+ 1)1
d’ot Pyyg.
Ayant linitialisation et I’hérédité, par récurrence nous avons montré que pour tout n € IN, le moment

d’ordre n de g est fini, et on a :
my(g) = nl.



2)

3)

4)

Montrer que tous les moments de la densité gaussienne ¢ sont finis.

Correction : Soit n € IN. L’application x — |z|™¢(x) est continue sur IR et au voisinage de +00 on a par

croissances comparées :
1
n _
ja"e(e) = o (x) .

1
Or la fonction x — — est continue et intégrable au voisinage de +oo car 2 > 1, donc l'application =
x

x"p(x) est aussi intégrable au voisinage de 400 par comparaison des fonctions intégrables.

0 +oo
De plus I'application « +— |z|™p(x) est paire sur IR, donc les intégrales / |z|"p(x) dr et / |z|"o(x) de
- 0

o0
sont de méme nature, comme on le voit en faisant le changement de variable x — —z. La seconde converge
d’apres ce qui précede, donc la premiere converge également.

0 —+oo +o0
Puisque / |z|"p(x) dr et / |z|"p(x) dr convergent, on en déduit que / |z|"p(x) dr converge et
0

—o0
donc lapplication z — x"¢(x) est intégrable sur IR.

—00

On en déduit que ¢ admet des moments d’ordre n pour tout n € IN.

Que vaut mep,41(p) pour p € IN?

Correction : Pour tout p € IN, I'entier 2p+ 1 est impair, donc x — 2P est une fonction impaire. De plus
¢ est paire, donc pour tout p € IN leur produit = — 2?PT1p(z) est une fonction impaire. On en déduit :

+oo
Vp €N, mopii(p) = / 2 p(x) dr = 0.
— 00
Calculer mg,(p) pour p € IN.
On exprimera le résultat sous forme compacte avec des factorielles la ou c’est possible.

Correction : Je présume, pour traiter cette question, qu’on admet que ¢ est effectivement une densité sur
IR, et donc que mo(p) = 1.

Soit p € IN\ {0}. On a :

( ) /+OO 2p ( )dl‘ 2 /+OO 2p _é d 2 +oo 2p—1 ( —%) dr (3)
m = T T = — xrre = ——— x —xe .
2\ — 0 4 V21 Jo V21 Jo

Nous allons intégrer par parties. Soit ¢ > 0. L’application x > z2P~!
2

est de classe C! sur [0,¢], de dérivée

x . . .o, E2
x> (2p—1)z?~2; application x — —ze~ "= est continue sur [0,t], et admet pour primitive x — e~ = . On
dérive la premiere et integre la seconde, et la formule de I'intégration par parties donne :

+2

t 22 227°% t 22 t 22
/ z?t (—xe‘T) dr = [me_le_T} —(2p— 1)/ P2 dr =P lem T — (2p— 1)/ 2?2 dr.
0 0 0 0

. . . 2 .
On a, par croissances comparées : . lim t?*»~le=% = 0. Donc, quand ¢ — +00, la relation 1) donne :

—+o0
)= 0p1) [ e @ = (2 my ol (@)
m = — — X e = — Moy, — .
2p\P N p A p 2p—2\¥
Ainsi la suite (mgp(go))p cIN Vvérifie une relation de récurrence. Nous allons montrer, par récurrence sur p € IN,
que :
(2p)!
VpeIN, mop(p) = 2ol
. s g (2-0)! . o :
Si p = 0, on l'a déja établi, puisque mo(p) = 1 et o1~ 1. Soit p € IN tel qu'on ait la relation
2p)! '
map (@) = (2 f )' . Alors, en utilisant la relation de récurrence on a :
p!

(2p)!  (2p+2)
wp!  2(p+1) (2p+1)

2p)! _ (re+1)
2ep!  2ptl(p+ 1)1

Mapr1)(p) = (2(p+1) — 1)may(p) = (2p + 1)



5)

d’ou I’égalité au rang p + 1.
Nous avons démontré ’'initialisation et I’hérédité, donc :

(2p)!
2pp|

VpeIN, may(p) =

Donner un exemple de densité f : IR — IR dont le moment d’ordre 1 n’est pas fini.

Correction : Prenons la fonction f : IR — IR définie par :
VzeR, f(z)=4 §*

1 si|z| < 1.

La fonction f est continue et positive sur IR, intégrable au voisinage de +00 et —oo grace a l'intégrabilité
de la fonction de Riemann z — 2, donc intégrable sur IR. De plus :

[To=(fes [T8) =5[] -2

Tout ceci démontre que f est bien une densité sur IR. Par contre, pour tout = au voisinage de +o0o on a :
x- f(x) = 4%0, et la fonction de Riemann z +— % n’est pas intégrable au voisinage de 400 : ainsi f n’admet
pas de moment d’ordre 1.

Dans ce probleme, on va s’intéresser a la question suivante : une densité est-elle déterminée par 1’ensemble

de ses moments ? Autrement dit, est-il vrai que

si deux densités f et g ont tous leurs moments finis et
mn(f) = my,(g) pour tout n € IN alors f =g sur I?

On va notamment voir que c’est vrai si I = [0,1] (partie IIT), mais faux si I = [0, +oo[ (partie V) ou I = IR.

6)

7

II — Théoreme de Stone-Weierstrass
On rappelle que (Z) désigne le coefficient binomial < k parmi n >.

Justifier que, pour tout z € [0, 1] et tout n € IN,

i}() (1—az)"F =1

Correction : Soient € [0,1] et n € IN. En prenant y = 1 — 2 dans la formule du bindéme de Newton, on

obtient : .
> ()t -art = 1= - a) =1n =1
k=0

d’ou le résultat.

Montrer que, pour tout x € [0, 1] et tout n € IN,

i (> (1—z)" % =nax.

Correction : Pour n = 0 on vérifie immédiatement que ’égalité de ’énoncé est vérifiée. Prenons donc
n € IN\ {0} (cette distinction de cas est seulement pour ne pas avoir & se soucier d’élever 0 & une puissance
négative dans ’égalité ci-dessous, mais c’est en soi dispensable).

En dérivant la formule du binéme (z + y)™ par rapport &  puis en multipliant le résultat par =, on obtient :

n

Y(z,y) € IR?, Z (k:) kxkyn =% = na(z +y)"h (5)

k=0

Pour tout z € [0, 1], prendre y = 1 — 2 donne donc :

Zk( > (1—2)" % =nz(z+(1—2)""' =nz- 1" = na,

d’ou le résultat.



8) Montrer que, pour tout x € [0, 1] et tout n € N,
Zkz() (1—2)" % =nz +n(n— 1)z

Correction : Pour n = 0 et n = 1, la vérification immédiate ne pose pas de probleme. Prenons donc un
entier n > 2. En dérivant par rapport a z, et en multipliant le résultat par x, on obtient :

n

Y(z,y) € IR?, Z <k:) E22FynF = na(z + )"+ n(n — )2 (z +y)" 2

k=0

Pour tout = € [0, 1], prendre y = 1 — 2 donne donc :

Z k2< ) A—z)"*=nz@z+ 1 -2)" P +nn-1Dz*(x+ (1 -2)""2=nz+n(n— 1)z

d’ou le résultat.

9) En déduire que, pour tout = € [0,1] et tout n € IN :

n

3 (k — na)? (Z) 2F(1 — z)"* < Cn,

k=0

pour une constante C' > 0 a préciser.
Correction : Soient z € [0,1] et n € IN. Alors :

kf:_o(k — nz)? (Z) 2P (1 — )"k

i <> (1—az)" anmZ () x)nk+(nx)2z<z>xk(1x)nk.

k=0
On simplifie cette expression grace aux trois identités démontrées dans les questions précédentes. On a donc :

n

Z(k — nx)? <Z> 21— 2)" % = (na + n(n — 1)2?) — 2(nz)* + (nz)* = na(l — z) < n,

k=0

ou l'on utilise les majorations z < 1 et 1 — z < 1, valables pour x € [0,1]; d’ou le résultat avec C' =1 (en
vérité, le maximum de la fonction x — (1 — ) est %, on peut donc prendre C = %)

On se donne maintenant f : [0,1] — IR continue et £ > 0. On admet 'existence de a > 0 tel que, pour tout

(z,y) € [0,1)%,
-yl <a=|[f(z) - fly) <e (6)

Pour n € IN, on définit la fonction polynomiale :
VxelR, B (x):zn: " xk(l—x)"_’“f E
k) n Pt k n M

Pour z € [0,1] on partitionne les entiers k naturels entre 0 et n en :

r— —
n

X:{ke{o,l,...,n}:

x—z‘<a} etY:{kE{O,l,...,n}:

2@}.

10) Montrer que, pour tout x € [0, 1] et tout n € N,
o)~ (0 < 4201 3 BEEEE

ou on rappelle que ||f|loo = sup |f(z)].

<z



11)

n
Correction : Soient = € [0,1] et n € IN. Du fait que 1 = ) (Z) 2¥(1 —x)"~* d’apres la question 6, on peut
k=0

=3 ()t —arrr () - ;(Z)x’“uz)“f(x)
2 (i)remar (1 (7))
E (e (o)) (om0 () )

D’apres la propriété admise dans ’énoncé, il existe o > 0 tel que pour tout (x,y) € [0, 1]? vérifiant |z —y| < a,
on ait : |f(z) — f(y)| < e. Or, par définition de X, pour tout k € X on a |z — £| < . On en déduit, en

utilisant I'inégalité triangulaire :
n e k k
Buta) = £l < X () et =+ (£) - s r(5) - @
keX
N\ k n—k n\ k n—k k
<62<k>x (1—=x) —I—Z(k)z (1—-x) f<n>—f(x) .
keX keY

Comme nous sommons des termes positifs et que X C [0,n], on a :

Z(Z) 1-z)" i() (1—z)"F=1.

keX k=0

écrire :

B, (

Il
M HM:EM:

+3 (Z) (1 —z)" "

key

De plus, pour tout £k €Y on a :
k
/(5)-
n

Bua) = f@) <2+ 2fll 3 () a1 — 2 ™

key

o) < |7 (2] + 171 <201

On en déduit :

d’ou le résultat.

En utilisant la définition de ’ensemble Y et les questions précédentes, conclure qu’il existe n suffisamment
grand tel que :

[1Bn = flloo < 2¢
Correction : Soit = € [0, 1]. Par définition de Y :

D (Z) A2t = W (Z) (1 — 2k < ﬁ S (na — k)Q(Z> P )k,

key key |x - ﬁ| key

D’apres la question 9, il existe une constante C' > 0 telle que :

n

3 (na — k)? (Z) 2F(1 — 2)"* < Cn,

k=0
et donc :
n = k & C
5 (1) < G - (L)oot < 5
Or: lim —— = 0. Donc, par définition de la limite, pour tout n suffisamment grand on a :

n——+o0o0 A“N
L £
2n 7 2| flloo”

En utilisant cette majoration, et la relation 7 on obtient finalement que pour tout n suffisamment grand :

1Bn — flloo < &+2[|flloo X

€
= 2¢,
2[| flloo

ce qu’on voulait démontrer.



On a donc démontré le théoreme de Stone-Weierstrass : toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.

ITI — Le probléme des moments sur [0, 1]
On consideére ici deux densités f et g sur I = [0, 1] et on suppose donc que, pour tout n € IN,

mn(f) =mn(g).

12) Montrer que, pour toute fonction polynomiale P, on a :
1
| (@ - go)Pa) s o
0
Correction : Pour tout entier n € IN, on a :

1
/0 (F(2) — gla))a™ de = mo(f) — mn(g) = 0

par hypothese sur f et g. Or toute fonction polynomiale s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions
puissances x — x", et lintégrale est une forme linéaire, donc pour toute fonction polynomiale P on a
également :

/0 (f(2) — g(x))P() d = 0.

On sait par la partie IT qu’il existe une suite de fonctions polynomiales (Pn)ne]N qui converge uniformément
vers f — g sur [0, 1].

13) Montrer que :
1

lim (f(x)—g(x))Pn(J?)dﬂf=/0 (f(z) = g(x))* da.

n—-+oo 0

Correction : Pour tout n € IN :

1 1 1
/(f(r)*g(z))Pn(x)dI*/ (f(w)g(w))de‘ / (f (@) = g(2))(Pu(z) — (f(2) — g())) dx
0 0 0

1
< / [f(z) = g(@)] - [Pa(z) = (f(2) — g(2))| de
0

< |\Pn—<f—g>||oo/o () — g(z)| .

Par hypothese (P,), Ny converge uniformément sur [0,1] vers f — g, donc : lim [P, — (f — g)[lec = 0.
n—4oo
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes :
1

lim (f(x)*g(x))Pn(w)dZZ/O (f(z) = g(x))* dz.

n—-+oo 0
14) Montrer alors que f = g sur [0, 1].
Correction : D’apres la question 12, pour tout n € IN on a :

/ ((2) — g(2))Pa(z) dz = 0.

0
1
Donc : lim (f(z) — g(z))P,(xz)dr = 0. Mais d’apres la question précédente, la limite de cette suite

n—-+o0o 0

1
d’intégrales est / (f(z) — g(z))? dz. Par unicité de la limite :
0

/0 (f(2) — g(x))* dz = 0.

La fonction (f — g)? est continue sur [0, 1] parce que f et g sont des densités, positive, et d’intégrale nulle :
cela n’est possible que si (f — g)? = 0, c’est-a-dire :
f=g,

d’ou le résultat.



IV — Transformée de Fourier de la densité gaussienne

Pour tout £ € IR, on pose :

2(6) = /}R (1) dt,

ol ¢ est définie en .

15)

16)

17)

Justifier que ¢ est correctement définie et continue sur IR.

Correction : Nous allons démontrer simultanément 'existence et la continuité de @ sur IR, grace au
théoreme de continuité des intégrales a parametre. Posons :

V(e t) eR xR, ¢(& ) = e o(t).

Pour tout ¢ € IR, application t — ¢(&,t) est continue (par morceaux) sur IR (par continuité de ¢, et par
continuité de ’exponentielle complexe en tant que somme de série entiere de rayon de convergence infini par
exemple), et pour tout ¢ € IR Papplication & — ¢(&,t) est continue sur IR pour la méme raison. De plus :

V(¢ t) e R xR, [¢(& 1) =¢(t) <@(t), (hypothese de domination)

et Iapplication ¢ est continue et intégrable sur IR, puisqu’il s’agit d’une densité sur IR.

Les hypotheses du théoréeme de continuité des intégrales a parametre sont donc vérifiées; on en déduit que

pour tout £ € IR I'intégrale / p(&,t)dt = / '€ p(t) dt converge absolument, donc converge, et ’application

P& / L) t) dt est continue sur IR : ce qu'il fallait démontrer.
Justifier que ¢ est de classe C! sur IR et que :

2
VEETR, & ete™ T dt.
i3 o'( %

Correction : Cette fois-ci, nous utilisons le théoreme de dérivation des intégrales a parametre. Avec les
notations de la question précédente :

e pour tout t € IR, Papplication & — ¢(&,t) est manifestement de classe ¢! sur IR, et on a :

99

VvVt € R, V¢ € IR, D€

(&,t) = it "™ o(t);

e pour tout £ € IR, les applications t — ¢(&,t) et t — a¢ (§ t) sont continues (par morceaux) sur IR par
continuité des exponentielles et applications polynomlaleb et 'application t — ¢(&,t) est intégrable sur
IR d’apres la question précédente;

e pour tout (§,t) € R x IR, on a :
¢

¢

et 'application t — t@(t) est continue (par morceaux) et intégrable sur IR d’aprés la question 2 (ou
nous montrions en particulier I'existence d’'un moment d’ordre 1).

(3 )‘ =tp(t), (hypothese de domination)

Les hypothéses du théoreme de dérivation des intégrales & parameétre sont donc vérifiées ; on en déduit que

pour tout £ € IR I'application t %?(&t) est intégrable sur IR, et I’application ¢ : £ — / e op(t) dt est
R

de classe ¢! sur IR. De plus :

VE € R, @’(@/IF{gfg,wdt/Rite%(

et te™ g dt

\/ﬂ

Montrer que ¢ est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a préciser.

Correction : Soit £ € IR. Nous allons intégrer par parties. Soient a,b € IR L’application ¢ — ¢*¢ est de

classe €'* sur le segment [a, b], de dérivée t — i€ e'¢ ; I'application t + te~ T est continue sur [a, b], et admet



pour primitive t — — e~ = . On dérive la premiere et integre la seconde ; d’apres la formule de 'intégration
par parties on a donc :

b 2 . 2\1b b 2 . 2 . W2 b 2
/ e tem T dt = [e"tf~ (—e_7>] +i§/ e dt = —eem 7 felCem T —l—i{/ eCe™ T dt.
a a a a

b2

. . 2
e o7 et g%

2
= lim e 7 = 0, et de méme : lim = 0. Donc, quand a — —o0 et

b—+o0 a—r—00

/e“gtefgdt:ig/ eitgefgdt.
R R

N . . . 'L . .
Apres multiplication par Jam On obtient :

On a lim
b—+oo

b — +00 on obtient :

7'(&) = —€p(8),
donc $ vérifie équation différentielle linéaire du premier ordre : V¢ € IR, y'(£) = —&y(€).

2
18) Montrer que $(§) = e pour tout ¢ € IR. Dans la suite et si besoin on admettra que ceci reste valable
pour tout & € C.

2
Correction : Une primitive de £ — —& est £ — —%, donc la théorie des équations différentielles linéaires
du premier ordre nous assure qu’il existe A € C tel que :

52

VEER, P(§) =Ne 7.

Pour déterminer la valeur de cette constante, nous devons déterminer @ en un réel. Or :

@<o>=/mso<t>dt=1

parce que @ est une densité sur IR. On en déduit A = 1, et donc :
52

VEelR, o(§) =€ 7.

V — Le probléme des moments sur [0, +o0]

Dans cette partie on considere f : [0, +oco[— IR définie par :

1

v.’I} S [07 +OO[, f(l‘> = v 2T
0 pour z = 0.

e~z (n(@))* pour z > 0,

19) Montrer que f est bien une densité sur [0, +o0o[. On admettra que tous ses moments sont finis.
Pour n € IN on pose :
+o00
I, = / 2" f(x) sin(2r In(z)) de.
0

Correction : L’application f est positive sur [0, +oo[. Vérifions qu’elle est continue sur ce méme intervalle.
Tout d’abord :

2

efé(ln(z))Q efuT*u
lim —— = lim —— =0
z—0 /2T U——00 /T
par composition de limites, étant donné que : UEIPOO (f“; — u) = —00. Or f(0) =0, donc f est bien continue

en 0, et par suite sur [0, +oo| (la vérification est facile sur |0, +o00[).

Il reste & justifier que f est intégrable sur [0,4o00[ et de masse 1. Pour cela, on note que si l'on fait le
1,2
e 2

s
variable licite parce que l’application x — e® est de classe €' et strictement croissante de IR dans IR, alors
du = e” dz, et la formule du changement de variable ne change pas la nature des intégrales, donc :

changement de variable u = e* (c’est-a~dire : = In(u)) dans 'intégrale / p = / dr, changement de
R R

22 _ (n(u))?
2 2

e 7 e” e
z)dr = ———dx = — du
/]RSD( ) /[R Vom er /]R*+ 2TUu



converge également, et on a bien :

(ln(U)>

/ duz/cp(:z:)d;z::l.
Ry R} 2mu R

On a bien démontré que f est une densité sur |0, +o0].

20)

21)

22)

Montrer que :

I, =Im / (2w —in) U, —iu du>
(7%

ot Im(z) désigne la partie imaginaire du complexe 2.

Correction : Tout d’abord, 'intégrale / i@ —inju g=3u’ g, converge : il s’agit de p(27 —in) ; la définition

R
de @ sur IR fut démontrée a la question 15, et I’énoncé nous incite & admettre que les résultats de la partie
IV valent aussi sur C (voir I’énoncé de la question 18).

Ensuite :

1 .
1(2777“1 U 7—u _ 2’L7T’U. nu 7—u n 7—u
m(— e du Im du = sin(27u) ( du
(\/ 2 /IR > V2 / > V2 / e)e

En faisant le changement de variable z = e, licite d’aprés la question précédente (ou 'on a simplement
inversé les notations...), on obtient :

1,2 (11,(1))2 1

+o0
\/% /]RSin(27TU) (e")"e 2" du= \/%/O sin(2m In(z))z"™ e —d
+o0
= / sin(27 In(z))z" f (x) dx

0

intégrale égale a I, par définition. On a donc montré :

1 . . 1,2
I, =Im ( ! Gr—inju o= zut gy )
V2T /]R

A Paide de la partie IV, en déduire que I,, = 0.

Correction : D’apres la question précédente et la définition de @ (étendue & C, comme le suggere 1’énoncé
a la fin de la question 18), on a : I, = Im (p(27 — in)). Donc, d’apres la question 18 :

_ (2m—in)? _(2m)?2-n? . _(2m)?2-n?
I, =Im (e 2 ) =1Im (e 7 2™ ) =Im (e 2 =0,
—_——

clR

ce qu’il fallait démontrer.
Pour a € IR, on pose :

z)(1 + asin(27 In(x our z > 0,
. @ein(s)) - pour 2> 0

Déterminer une infinité non dénombrable de « pour lesquels f et g, sont deux densités sur [0, +o00[, distinctes
et my(ga) = my(f) pour tout n € IN.

Correction : Nous avons déja établi que f est une densité. Vérifions pour quelles valeurs de a € IR
lapplication g, est une densité aussi : elle est bien continue sur [0, +oo[ indépendamment de la valeur de
a (du moins, si on pose g,(0) = 0, comme I’énoncé l'a fait pour f : attention au probleme de définition du
logarithme en 0). Pour juger si elle est positive sur [0, 4+oco[, notons que pour tout o € IR, on a e~ € [0, +00]

et : Ja (e_%> :f(e_i)(l—i—asin (—%)) = fle"i)(1—-a).

Pour que cette quantité soit positive, il faut o < 1. En faisant le méme raisonnement avec g, (e%> on

observe qu’il faut a > —1. Réciproquement, pour tout réel a € [—1,1] on a bien : 1 4+ asin > 0, donc g, est
positive.
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Alors, pour tout o € [—1,1], on a |ga| < 2|f] et f est intégrable sur [0, +oo[ d’apres la question 19, donc par
comparaison ’application g, est intégrable sur [0, +oc[. Enfin :

+oo +oo +o00 +oo
Va € [7171]7 /0 Ja :/0 f+(l/0 f(x) Sin(27T1H(£L'))dI' :A f = ]_’

—TIp=0

donc pour tout a € [—1,1] la fonction g, est une densité. On remarque que pour tout n € IN :
mn(ga) = mn(f) +al,,

et d’apres la question précédente I,, = 0 pour tout n € IN.

On en déduit que pour tout « € [—1,1]\ {0}, les fonctions f et g, sont deux densités sur [0, +00[, clairement

distinctes vu que sin # 0, et on a :
Vn € IN,  mn(ga) = mu(f).

Or [-1,1] \ {0} est indénombrable vu que ]0,1[ lest : cet intervalle est en effet en bijection avec IR wia

I’application {IR = 101 par exemple, et IR est indénombrable. D’ot1 le résultat.

t +— ZTarctan(t) + %
Remarque. En principe, aucune connaissance sur les ensembles indénombrables n’est au programme de
PSI. Mais il ne me parait pas raisonnable d’attendre des éleves qu’ils démontrent la non dénombrabilité
de [-1,1] \ {0} en ne partant d’aucun résultat standard et sans la moindre indication, d’autant que cette
considération me semble les éloigner de la préoccupation du sujet. C’est pourquoi je me suis permis d’utiliser
la non dénombrabilité de IR, contre-exemple probablement nommé dans la plupart des cours sur les ensembles
dénombrables.

FIN DU PROBLEME
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