Correction : Devoir maison n° 4

MP Clemenceau 2022-23

Pour K = IR ou C, on note .4, +(K) 'ensemble des matrices a n lignes et ¢ colonnes a coefficients
dans K. Un élément de ., ((IR) sera considéré comme élément de .#, ,(C). Dans la suite, on identifie
les matrices carrées (respectivement les matrices colonnes) et les endomorphismes (respectivement
les vecteurs) canoniquement associés dans C" : par exemple, on note par la méme lettre une matrice
T de A,,,(IR) et I'endomorphisme de C" dont 7" est la matrice dans la base canonique de C".

Si M € My (K) et x € KE, (Mz); désigne la i-itme composante du vecteur Mz € K.
On note I,, la matrice identité de ., ,,(C).

Pour z = (z1,...,2,) € K", on note
- [ M|,
zfly = ) [=il et [[M][, = sup
! ; ' boenmvpoy 2l

pour M € A, ,(K).

Définitions : Soit M une matrice dans 4, o(IR), de coefficients notés (m; ;, pourl1 <i <n,1 <j </).
On dit que M est positive (respectivement strictement positive), ce que l’on note M > 0 (respective-
ment M > 0), lorsque tous ses coefficients sont positifs (respectivement strictement positifs) :

V(i,j) € [1,n] x [1,€] m;; >0 (vesp .m;; >0 )

Pour deuz matrices M et N de M, ¢(IR), on note M > N (respectivement M > N ) lorsque M — N >
0 (respectivement M — N > 0).

Sin = {, une matrice M de A, ,(IR) est dite stochastique lorsqu’elle est positive et que de plus

Vi e [1,n] Zmz ;=
On définit les ensembles B, BT et X par :

B ={zeR"/x>0etx+#0}
Bt ={xeR"/z >0}
Y ={zeR"/|zl, =1}

Nous souhaitons montrer le résultat suivant :
Théoréme (Perron-Frobenius) Soit T dans #,, ,(IR) stochastique vérifiant (I, +T)"' > 0. Il
existe un vecteur strictement positif xo satisfaisant Txy = xg. Toutes les valeurs propres de T sont
de module inférieur a 1 et pour tout vecteur y de ¥ N B,

Hﬂfolh

Dans tout le probleme n est un entier supérieur ou égal a 2.
Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes.



Partie I) Un vecteur propre strictement positif

On note T = (t; ;)

1)

2)

3)

4)

Soit T' est un élément positif de M, ,,(IR) et P = (I, +T)""'. On suppose P strictement positive.
et P= (pi,j>

1<i,5<n 1<i,5<n

Montrer que pour tout x € B, I'ensemble I', = {8 eR"/0x <T ac} est non vide, fermé et borné.
On note #(x) son plus grand élément.

n

Correction : Soit z € B. Pour i € [1,n], (T'z); = > t;jz;, on en déduit que, comme x et T
j=1

sont positifs, Tz I'est également.

On peut ensuite écrire, pour § >0 : 0 € T', <= Vi € [1,n],0z; < (Tx);

Toujours avec x et T positifs on obtient que 0 € T', car on a pour tout i € [1,n], Ox; < (T'z);.

’Fm est donc non vide. ‘

(Tx)io .

Ly

Comme x est non nul, il existe iy tel que x;, # 0. Pour 6 dans I', on a alors : 6 <

’Fm est donc borné.‘

Pour i € [1,n], on note ¢; Papplication de IR* dans IR qui & 6 associe (T'z); — 0z;.

Ces applications sont clairement continues (affines). De plus IR* est un fermé de IR et T', peut
n

s’écrire sous la forme ﬂ o7t (IF{+), on en déduit que ’Fz est fermé. ‘

=1

Montrer que pour tout x € B, on peut calculer 6(x) de la maniére suivante :

(T2):

)

G(x):min{ /1<z’<netxﬁ£0}

Tx); .
Correction : On pose m = min{ﬂ/l <i<netuz# O}

)

On déduit de la démonstration précédente sur la majoration que, pour tout ¢ tel que x; # 0,

(Tz)i

L est un majorant de I'y. Dot 0(x) < m.
Z;
De part sa définition on peut dire (et le vérifier) que m € I', et donc, par définition, 6(x) = m.
On note 6 l'application de B dans IR, qui a x associe 6(z).

Montrer que pour tout a dans IRY et tout x € B, 0(ax) = ().

Correction : Pour a > 0 et x € B, nous avons z; # 0 si et seulement si (az); # 0, et pour un

Tx), T i . [
tel 4, par linéarité de T, (Tz) = ( ((ax))) . La relation précédente donne donc |0(x) = O(azx)|.
ZT; axT);

Montrer que P(B) C B*.

Correction : Soit © € B et choisissons 7 tel que z;, > 0.
n

Nous avons alors pour tout ¢ dans [1,n] : (Pzx); = Zpi,jxj > piigTi, > 0, et donc Px > 0.

j=1
On a donc bien | P(B) C B*.

>0



5)

6)

7)

8)

9)

10)

Montrer que pour tout € B, §(Pzx) > 6(z) et §(Px) > 0.

Correction : Soit 6 € I',. Par définition de P, comme T est positive, P est aussi positive. On en
déduit que Oz < Tx donne P(fz) < PTx, c’est a dire 0Pz < T'(Pz) puisque P et T commutent
(P est un polynoéme en 7'). On en déduit que I', C I'p,, puis, par propriété du minimum, que

0(z) < 0(Pz)|

Notons y = Pz. Nous savons (question 4) que y est strictement positif. Si 'on avait (Ty); = 0,
la i-me ligne de T serait nulle (car T est positive). Les matrices 77, pour j > 1, auraient alors

n—1
n—1\,
également leur ¢-eme ligne nulle et P = [, + E ( )TJ ne serait pas strictement positive.
J

Jj=1

On en déduit que Ty est strictement positif, puis que |(Px) > 0| d’apres la question 2).

Soit x € B un vecteur propre de T. Montrer que 0(Pzx) = 6(z).

Correction : Si Tz = Az, alors A = 0(z) > 0 et Pz = (1+ \)" 'z,
On en déduit que |§(Px) = 0(z) | d’apres la question 3).

Soit x € B tel que 0(Px) = 0(x), montrer que x est un vecteur propre de 7' pour la valeur propre

0(z).

Correction : Notons A = () et supposons que z ne soit pas un vecteur propre pour 7" associé
a \. Le vecteur y = Tx — Az est alors élément de B. D’apres la question 4), Py est élément de
BT, ce qui donne A(Pz) < PTx = T(Px). Ainsi, pour tout i, nous avons (en remarquant que
T(Px));
Pz >0), A< (T(Pz)); et en particulier :
(Px);i

@)
O(x) =A< Iin P,

= §(Px)

Nous avons donc démontré par contraposée la propriété demandée.

Soit C'= BN Y. Montrer que I'application 6 est continue de P(C') dans IR.

X

Correction : Pour tout ¢, 'application x +— est continue sur Bt (c’est le quotient de

deux formes linéaires). On en déduit que I'application ¢ : = +— min est continue sur Bt :

1<i<n 1
comme P(C) C P(B) C BT, la restriction de ¢ a P(C) est donc continue, i.e. que # est continue
sur P(C).

Justifier 'existence de z¢ € P(C) tel que 0(z) = sup 6(z).

zeP(C)
Correction : C=YXNB=YXN{zx € R", x>0} est un fermé borné de IR" (intersection d’un
fermé borné et d’un fermé) : il est donc compact. L’application x +— Pz étant continue, P(C)
est une partie compacte. L’application 6 restreinte a ce compact non vide étant continue, elle est

bornée et atteint ses bornes : il existe en particulier o dans P(C) tel que 6(xy) = sup 6(x).
zeP(C)

Montrer que sup (6(x)) > supf(z).
zeP(C) zeC

Correction : Siz € C, Px € P(C) et O(x) < O(Pz) < sup 0(y).
yeP(C)

On en déduit | sup (A(x)) > supf(zx) |
z€P(C) zeC




11)

12)

13)

Montrer que sup 6(x) = sup 6(x).

z€B zeC
Correction : Si x € B.le vecteur y = ﬁx est élément de C et 0(z) = 0(y) d’apres 3).
Ceci prouve que sug O(x) < sug@(x). L’inégaﬁté inverse est immédiate, puisque C' C B, d’ou
sup f(x) = sup 0(236) b
zeB zeC

Montrer que supf(x) = sup 6(x) et que 0(zy) = sup 0(z).
xeC zeP(C) xeC

On pose 0y = 0(xo).

Correction : Comme P(C) C Bt C B, nous avons directement

supf(z) < sup O(z) < supf(x) =supb(x), soit :
zeC zeP(C) z€B zeC

supf(x) = sup 6O(x) = 0(x).
xeC zeP(C)

Montrer que xy est un vecteur propre, strictement positif, de T pour la valeur propre 6y et que
90 > 0.

Correction : Comme 1z est élément de P(C), il est élément de BT et est donc strictement
positif.

Il existe yo € B tel que zy = Py ; la question 5) donne alors 6y = 0(Pyg) > 0.

Enfin, 0(x¢) < 0(Pzy) < supf(x) = 0(zy), donc 0(zq) = 6(Pxy) et, d’apres la question 7), xq est
reB

un vecteur propre pour 1’ associé a la valeur propre 6.

IT) Une méthode d’approximation

On suppose toujours que P = (I, +T)""! est strictement positive et on suppose de plus que T est
stochastique.

Pour un vecteur x = (x1,...,x,) de C", on note ™ le vecteur (|z1],...,|z,|), ol |z| est le module

du complexe z. Pour tout entier £ > 1, on pose

14)

o

-1

Ry = T7.

e

Il
=)

J
Soit # € C et x € C™ un vecteur propre de 1" pour la valeur propre 6.

Montrer que |02t < Tz™.

n
Correction : Pour tout ¢ compris entre 1 et n, nous avons fx; = E i %5,
7=1

n
et donc |0]]z;| < th‘,j|$j|7 ce qui donne | |0| zT < Tx™ |.
j=1

15) En déduire que |0| < 6.

Correction : Comme z* € B, |0] < 0(z") < supf(y) = bp.
yeB



16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Montrer que 6] ||z*||; < |lz7||; et en déduire que |6] < 1.
n

Correction : On utilise le fait que T est stochastique. || ||z7|]y = ||0x||, = ||Tz||1 = Z

=1
n n n '
Dtz < Y tigluglet Y tm'|93j|22( tm) ;] = [zl = [Ja7 |1
j=1 i=1

n
E tijT;

j=1

On a de plus

1<ij<n 1<ij<n j=1

=1

On en déduit que ||0] ||z ]|, < ||z7]|, | et par suite, T étant non nul, | 0] <1

En déduire 6, = 1.

Correction : Le vecteur x = (1,1,...,1) est un vecteur propre pour ‘T, associé a la valeur
propre 1. On en déduit que 1 est également valeur propre de T (T et 'T" ont méme polynome
caractéristique). La question 15) donne donc 1 < 6.

D’autre part, la question 13) prouve que 6 est une valeur propre de 7' : on a donc #y < 1 d’apres
la question 16).
Conclusion : |6y =1

Montrer que pour tout j > 1, 77 et R; sont des matrices stochastiques.

Correction : Les matrices 7V et R; sont clairement positive. Ensuite, pour M € M, ,(IR) la

condition : (Vj € [1,n], >  m,;; = 1) signifie que le vecteur e = (1,...,1) est un vecteur
1<i<n

propre pour M associé a la valeur propre 1. Comme 'Te = e, on obtient ensuite directement, par
récurrence sur j, que “T7e = e, puis que ‘R;e = e. Ceci acheve de prouver que les matrice *T7 et
'R; sont stochastiques.

Etablir, pour tout k£ > 1, les inégalités suivantes :
| T*||, < 1et[[Rell;, < 1.

Correction : Si M est une matrice stochastique, le calcul fait a la question 16) montre que
[|Mz||; < ||z]|; pour tout vecteur z. On en déduit que ||M||; < 1, et en particulier ||T%||; < 1 et
|| Rk||1 < 1 pour tout k& > 1.

EN G

Montrer que pour tout k > 1, |TRy — Ry, <

~

1
Correction : Pour k> 1, TR, — R, = E(Tk_
(car ||I,|]1 = 1).

1
). done [[TRy = Rylly < o (1711 + || ul1) <

Eral )

Soit x € C", montrer que la suite (Ryz)r>1 a au moins une valeur d’adhérence.

La suite (Rgz)g>o est donc une suite bornée de l'espace vectoriel normé (C”, || ||1). Comme cet
espace est de dimension finie, le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure I'existence d’une valeur
d’adhérence.

Correction : Pour z € C", nous avons ||Rpx|ly < ||Rk||1]|z|l1 < ||z|[1 pour tout k& > 0.

Soit y une valeur d’adhérence de la suite (Ryx)x>1, montrer que Ty = y et que pour tout k > 1,
Ry =y.

Correction : Il existe donc une application o : IN — IN* strictement croissante telle que
Ro iy k_)—o><> y. On en déduit que TRz — Ryx)x tend vers Ty — y quand k tend vers I'infini.




23)

24)

25)

26)

2
D’autre part, ||T Ry — Ro |1 < [|TRoy — Ro |1 [|2]]1 < ;O‘(k‘) ||| e 0, donc Ty = vy,

k—1

: 1 ,
puis Ty = y pour tout j > 0, et enfin Ry = z T7y =y pour tout k£ > 1.
=0

J

Soit y et z deux valeurs d’adhérence de (Ryx)x>1, montrer pour tous les entiers m et ¢, I'identité
suivante :

y_ZZRZ(Rmx_Z)_Rm(RZx_y)

Correction : Soient m,l > 1. Comme R; et R,, commutent (ce sont deux polynémes en T),
nous avons directement :

Ri(Rmx — 2) — Rpy(Rix —y) = RiRpx — Riz — RiRpx + R,y =y — 2

Montrer que la suite (Rgz)r>1 a exactement une valeur d’adhérence.

Correction : Supposons comme a la question précédente que y et z sont deux valeurs d’adhérence
de la suite (Ryx). Il existe alors 0,0’ : IN — IN" strictement croissantes telles que R,z — ¥

k—+o0
et Ro/(p)x k—> z. Nous avons alors, pour tout k € IN :
— 400
ly =zl = |[Row(Rowyz = 2) = Rorgy(Rowyr — )|
< Bl |[Borgny® — 2l + [|Ror o1 [[(Rowyx — y)lla
—— ——
<1 <1
< MBowz = 2lh + [[Romz =yl 7= 0

Ceci prouve que y = z : la suite (Rgz) possede donc une et une seule valeur d’adhérence.

Montrer qu’il existe une matrice R telle que, pour tout x € C" , Rx = lim Rz

k—-+o0
et lim ||R,— R||, =0.
k——+o0

Correction : On en déduit que pour tout x, la suite (Rjx) est convergente (une suite d'un

compact qui ne possede qu'une valeur d’adhérence est convergente). Notons donc f I'application

de C" dans C™ qui & x associe lim Ryz. f est clairement linéaire, puisque si (z,y) € (C")? et
+oo

Ap € C,on a Re(Ax + py) = ARk(x) + pRy(y) pour tout k, ce qui donne f(Ax + uy) =

M(z) + pf(y) quand k tend vers 'infini. En en déduit qu’il existe une matrice R telle que
Vo eC Rx= f(z) = klim Ry.x.
—+00

En choisissant pour z le i-eme vecteur de la base canonique de C", nous en déduisons que la
i-eme colonne de Ry, converge vers la i-eme colonne de R. Ceci prouve que la suite (Ry) converge
vers R “terme a terme”, i.e. pour || ||o. Les normes étant équivalentes en dimension finie, on en
déduit que Ry tend également vers R au sens de la norme || ||; quand & tend vers 'infini.

Remarque : on peut évidemment se passer de I’équivalence des normes en remarquant que || ||; <
nf |-
Montrer que 7" et R commutent.

Correction : T commute avec chaque Ry, donc, par continuité du produit matriciel, 7" commute
avec R = lim ., Rg.



27)

28)

29)

Montrer que RT = R et R?> = R.

Correction : En faisant tendre k vers l'infini dans I'inégalité de la question 20), nous obtenons
|ITR — R||; =0, soit R =TR = RT. On en déduit que RTY = R pour tout j € IN, puis :

Vke]N,RRk:EZRTJ:R

ce qui donne enfin R? = R en faisant tendre k vers I'infini.

Caractériser R en fonction de ker (1" — I,,) et Im (T — 1,,).
Correction : R est une projection : elle est donc caractérisée par ses espaces propres ker R et
ker R — I,, = Im R.

Comme (T — I,)R =0, on aIm R C ker T — I,,. D’autre part, si « € ker T — I,,, Ri(x) = = pour
tout £ > 1 et donc R(x) = = : ceci prouve que = € Im R, ce qui donne Im R = kerT" — I,,.

Enfin, R(T — I,) = 0 donne Im7T" — I,, C ker R. Par la formule du rang, nous avons :
dimker R=n—dimIm R =n —dimkerT — I,, =dimIm7T — I,
et donc ker R=Im7T — I,.

Ceci prouve que R est la projection sur l'espace propre kerT' — [, parallelement a 1’espace
ImT — I, (ces deux sous-espaces étant en particulier supplémentaires).

On admet que ker (T'— I,,) est de dimension 1. Pour x € B, expliciter Rz en fonction de ||z||;,
|lzol|; et .

Correction : Comme ker 7" — [, est de dimension 1, il est engendré par le vecteur zy. D’autre
part, T" étant stochastique, les vecteurs colonnes de la matrice T' — I,, sont contenus dans ’hy-
perplan d’équation x1 +---+x, = 0. Comme Im T — I,, est un hyperplan, on en déduit que c’est
exactement ’ensemble des vecteurs x vérifiant 21 4+ --- 4+ x,, = 0. Un élément x de B s’écrit alors
d’une unique facon sous la forme :

rT=Axo+Yy

avec Y1 + - -+ + y, = 0. On en déduit que le = /\Z(l‘o)i + Zyi = AZ(I‘[))Z‘. Comme les
i=1 i=1 i=1 i=1

_ =l
[|zoll1

deux vecteurs xy et x sont élément de B, cela donne A . Nous avons ainsi calculé le projeté

de x sur Im R parallelement a ker R :
Zo

Ceci acheve de démontrer le théoreme de Perron-Froebenius : si y est élément de XN B, ||y||; =1
et I’égalité précédente s’écrit :

| =

k—1 T
> Tiy) —
=0

k——+o0 H$0H1

ce qui permet d’approximer le vecteur propre strictement positif unitaire associé a la valeur propre
1.

FIN DU PROBLEME

Ce théoreme posséde d’innombrables applications. L’une des derniéres est son utilisation dans le

classement (PageRank) des pages Web effectué par le plus connu des moteurs de recherche.
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