Correction : Devoir maison n°l

MP Clemenceau 2024-25
pour le samedi 12 octobre 2024 a 12h

Vous devez rédiger au minimum les questions :
1), 2), 5), 7)
Notations et objectifs

e Dans tout ce probléme, on désigne par o un nombre réel positif, et on se propose d’étudier la fonction f
définie par lintégrale suivante lorsqu’elle est convergente :

T gin
fly = [ a

tu

e On se propose de prouver dans la partie A Uabsolue convergence, puis la convergence de lintégrale f(«),
ce qui permet d’obtenir le domaine de définition de f.

e Puis on étudie dans les parties B et C le comportement de f aux voisinages de 0 et de 2.

Partie A — Absolue convergence et convergence de 'intégrale f(«a)

Dans cette partie, on étudie la convergence de f(«) a Uaide des deux intégrales suivantes :

I() = /O’T sin(t) & et Ja)= /:OO sin(t) &

(A (A

1) Etude de la convergence de l’intégrale I(a).

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles l'intégrale I(a) est convergente.

. . sint 1 . sint . ...
Correction : sint~t, donc | — ~ . La fonction t — —— est continue et positive sur ]0, 7], et
0 t* o tafl to
1
Iintégrale de Riemann / o dt converge si, et seulement si, a — 1 < 1, donc, par équivalence des fonctions
0

positives,

lintégrale I(«) converge si, et seulement si o < 2 ‘

2) Etude de ’absolue convergence de ’'intégrale J(«).

(a) Démontrer que l'intégrale J(«) est absolument convergente si a > 1.
. . . sint .
Correction : Soit a > 1. La fonction ¢ = ——— est continue sur [r, +oo[ et, pour tout t > T,
1
<

sint

tOt

+o0o 1
Comme l'intégrale de Riemann / = dt converge, par comparaison des fonctions positives,
s

I'intégrale J(«) est absolument convergente si o > 1 ‘

(k4+1)m
(b) Déterminer, pour tout entier naturel k, la valeur de l'intégrale / | sin(¢)| dt.
km
Correction : Pour tout ¢ € IR, |sin(t + )| = | —sint| = |sint¢|, ce qui signifie que

’ la fonction ¢ — |sint| est m-périodique |.




Soit k € IN. L’application u +— ¢t = u + km est de classe ¢! sur [0, 7] vers [kn, (k + 1)7].
Le théoreme de changement de variable donne :

(k+1)7" U m
/ |sint\dt:/ |sin(u+k‘7r)|du:/ sinudu =[—cosulf =1—(—-1)=2
k 0 0

ey

(k+1)m
Donc, | pour tout k € IN, |sint|dt = 2|
km

Démontrer ’encadrement suivant, pour tout réel o > 0 et tout entier kK > 1 :

(+1)m | o
2 </ |sm(t)\dt< 2
k

(k + Dyoge = to = koge’

s

1
Correction : Soit &« > 0 et k¥ > 1. Comme la fonction ¢ pry est continue et décroissante sur
1 1

< —<——,etd
(k + Doga S ga S fagar @0 GO0

[k7, (k + 1)x], pour tout t € [kn, (k+ 1)7],
| sint| |sint|  |sint|
< < :
(k4 1)ome te ko

1 (k+1)m (k4+1)m | o t 1 (k+1)m
7/ |sint\dt</ [sint] / |sint| dt,
(k+ 1)ome Jyr k ke

Par croissance de I'intégrale,

_ o ¢S paga
(k+1)m 9 (k+1)w int 9
Comme / |sint|dt = 2, on obtient : | ————— < / [sin] dt < .
ko (k + 1)047-(-04 ke te ka'ﬂ'a

Préciser pour quelles valeurs du réel «, 'intégrale J(«) est absolument convergente.
Correction : On somme pour £k =1 a n — 1 et on obtient :

2 s 1 nm |Si1’1t‘ 2 nl 1 , o 2 1 nm |Sint| 9 n—1 1
W;Wg/w T&éﬂj;k—a,ces’c-a—dlre W;M</7r tTdtgﬁng

1
e Si a <1, alors la série de Riemann Z — diverge et donc la suite de ses sommes partielles tend
n

nm :
sint . .
| | & — +o0, ce qui prouve la divergence de
t n—so00

vers +00. La minoration précédente donne /
™

I'intégrale J(«).
e Si a > 1, alors 'intégrale J(«) converge absolument d’apres la question

En conclusion, | 'intégrale J(«) est absolument convergente si, et seulement si, o > 1 ‘

3) Etude de la convergence de l’intégrale J(«).

(a)

(b)

L’intégrale J(0) est-elle convergente ?
Correction : Pour tout = > m, [“sin(t)dt = [—cost]Z = —cosz — 1 et cette quantité n’a pas de

limite lorsque  — +00. Donc ’ I'intégrale J(0) est divergente ‘

Prouver la convergence de l'intégrale J(«) si a > 0.

Correction : Soit a > 0. Pour tout ¢ > m, | £5%| < Lt et t + 2 est intégrable, d’apres Riemann,
sur [, +00l.

Donc, par comparaison des fonctions positives, | I'intégrale f:oo tcfif dt est absolument convergente |.
Soit & > 7. On procede & une intégration par parties en posant u(t) = — cost et v(t) = t% Les fonctions
u et v sont de classe C' sur le segment [, 2] avec u/(t) = sint et v'(t) = —7%+.

Pour tout ¢ > m, |u(t)v(t)] = |5t < L 2 Oet I'intégrale f:oo thfﬁ) dt converge.

Le théoréme d’intégration par parties assure alors | la convergence de l'intégrale J(a) = f:oo Si?(st) dt |

4) Domaine de définition de la fonction f.
En déduire le domaine de définition de la fonction f ainsi que le domaine de convergence absolue de l'intégrale
définissant f(«).



Correction : L’intégrale f(«) converge si, et seulement si, les intégrales I(«) et J(«) convergent, c’est-a-dire

si, et seulement si a < 2 et & > 0, i.e a €]0,2[. Donc ’ le domaine de définition de la fonction f est ]0,2[ ‘

L’intégrale définissant f(a) converge absolument si, et seulement si, les intégrales I(«) et J(«) convergent

absolument. Comme la fonction ¢ — bm(t) est positive sur |0, 7], 'intégrale I(c) est absolument convergente

si, et seulement si, elle est convergente Donc lintégrale f(«) est absolument convergente si, et seulement si

a<2eta>l. ’Le domaine de convergence absolue de 'intégrale définissant f(«) est |1, 2] ‘

Dans toute la suite, on suppose que le parameétre « appartient a ce domaine de définition.

Partie B — Etude de f(a) quand « tend vers 0

On se propose, dans cette partie, d’étudier f(«) lorsque « tend vers 0, et on écrit, d cet effet :

Fa) = /+oo sincgt) &= /7r/2 sinogt) i@+ /+oo Sinit)
0 t 0 13 xj2 U

/2 sin(t)
te

dt, pour « €]0,1].

2\“ /21 — cos(t

Correction : On fait une intégration par parties en posant u(t) = 1 —cost et v(t) = 7&. Les fonctions
u et v sont de classe C' sur ]0,7/2] avec u/(t) = sint et v'(t) = —137.

1—cos 2—a
Comme u(t)v(t) = 1=t ~ !
d’apres la partie I, on peut intégrer par parties :

1—cost]™? /21 _ cost 1-0 /21 _ cost
K = | — dt = -0 —dt
@= ] e [ s e 0re [

5) On pose K(a) :/0

(a) Montrer que :

() est une intégrale convergente

Donc | K(a) = ()" +a [ /2 Loeost dt |

™21 — cos(t) 11— cos(t) /2
0</0 Wdté/o 7dt+/1 (1 —cos(t)) dt

t2

(b) Montrer que :

Correction :

e La fonction ¢ — 1Z55L est positive sur ]0,7/2] donc foﬂ/Z Lt dt > 0.

e a+ 1 <2 donc, pour tout ¢ €]0,1], ta+1 <y L.
Comme, pour tout ¢t €]0,1], 1 —cost > 0, 1 l—cost gt < 1 w dt, par croissance de l'intégrale.

tat g

e a+ 1> 0 donc, pour tout ¢ € [1,7/2], W § 1.

Comme, pour tout t € [1,7/2], 1 —cost > 0, Tr/z 1-cost gt < W/2 — cost) dt, par croissance de
tat

I'intégrale.

D’autre part, la relation de Chasles donne K(a) = fol 1;acfft dt + fﬂ/Q 1tfflst dt, ce qui permet de
conclure :

0< o st dr < o =R dr 4 70— cos(t) dh

(¢) En déduire la limite de K(«) lorsque « tend vers 0.
Correction : Notons M le majorant (indépendant de «) de 'encadrement précédent. Alors :

Va €0, 1], <72T>a < K(a) < <i)a +aM

Comme (g)a e@n/m) 5 &0 =1 et aM — 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure :
4 a—0 a—0

2y ) =




dt.

+oo o
t
6) Limite de I'intégrale / Sl?@g )
/2

(a) Justifier 1’égalité suivante :

0 sin(t) ! 0 sin(t)
dt = - 1 dt
/ﬂ_/2 to (7-‘-/2)04—&-1 a(a + ) /71-/2 tot2

Correction : On pose u(t) = —cost et v(t) = 7. Les fonctions u et v sont de classe C! sur [7/2, +00]

to

"(t) = si ") = — 4 :
avec u'(t) = sint et v'(t) = —2%r. Comme u est bornée et v(t) e 0, on a u(t)v(t) e 0, ce qui

rend légitime une premiere intégration par parties :

+oo 3 +oo +o0

t t t

/ Ln()dt:()—O—a/ —Cosldt:—a/ 2
w/2 a8 w/2 ot /2 ot

On pose & nouveau z(t) = sint et y(t) = ;=r. Les fonctions = et y sont de classe C' sur [r/2, +00]
avec '(t) = cost et y'(t) = — kL. Comme z est bornée et y(t) — 0, on a z(t)y(t) — 0, ce qui
t—4oc0 t—4oc0

légitime une seconde intégration par parties :

+0 sin(t) 1 0 sint
dt=—a|[0— ———— 1 dt
/71-/2 to « (77/2)04+1 + (a + )/71'/2 tot2

On a obtenu : | [+ 500 gt = — o — a(a+1) [17 24 dt |

T

0 sin(t)

+oo ;
) sin(t)
dt, puis de /
ta+2 i

/2

dt quand « tend vers 0.

(b) Déterminer la limite de a(a + 1)/
/2

Correction :

e [’inégalité triangulaire et la croissance de 'intégrale donnent :

400 +oo : —+o00
sint | sint| dt
aa+1/ —dtgaa—i—l/ ,dtgoz(oz—l—l/ —
( ) /2 tot2 ( ) /2 tot2 ) /2 tot2
1 Heo
et le dernier membre est égal & a(a + 1) [—W} , = W Comme W —()) 0, on
T/2 oa—r

conclut, par le théoreme d’encadrement, que | a(a + 1) f:/;o ;;1!; dt — 0]
a—0

e D’apres la question précédente, comme W —6 0, on conclut que f:/;o Sij;E“ dt —(>) 0l
a—r a—

(¢) En déduire la limite de f(«a) lorsque « tend vers 0.

Correction : Par opérations, | f(«) admet une limite finie quand o — 0 égale a 1 +0=1

Partie C — Etude de f(«) quand « tend vers 2

7) Une autre expression de la fonction f.

(a) Démontrer la convergence de I'intégrale suivante pour 0 < o < 2 :

+o0 1—
/ cos(t) &
0 ta+1

1

—cost est continue et positive sur ]0, +oof et :

Correction : Soit a €]0,2[. La fonction h : t — =

2
o h(t) Kot % = m%l qui est intégrable sur |0, 1] d’aprés Riemann, puisque o — 1 < 1.
—

e Pour tout t > 1, h(t) < ta% qui est intégrable sur [1, +o0o[ d’apres Riemann, puisque v + 1 > 1.

Donc | I'intégrale 0+ > 1;2‘151(” dt converge si 0 < o < 2 |.




(b)

Etablir que, si0 < a < 2 :

T 1 — cos
fla)=a [ a

taJrl

Correction : Les fonctions u : ¢+ 1—cost et v : t — - sont de classe C! sur |0, +-00[ avec u’ : t + sint

t(l
et v it —2 %7 et

l—cost /2 _ 22 :
o u(t)v(t) = =2 Kot ti =2 0, puisque 2 — a > 0.
1

e {+— 1 — cost est bornée, donc u(t)v(t) i O(3) M 0, puisque a > 0.
—+00 — 400

Comme l'intégrale f(«) converge et que le produit uv admet des limites finies aux bornes de |0, 4o00],
on peut intégrer par parties :

T 1 — cost

On a obtenu : | pour 0 < a < 2, f(a) = afOJroo 1;c+0ft dtl.

En déduire que la fonction f est & valeurs strictement positives sur ]0, 2[.
Correction : Comme la fonction ¢ +— 1;ffft est positive sur ]0,+oo[ et a > 0, par positivite de
I'intégrale, f est positive sur ]0,2[. Si f s’annulait en « €]0,2[, alors la fonction continue et positive

t— 1;Cfft serait d’intégrale nulle, donc identiquement nulle sur ]0, +o0], ce qui n’est pas le cas. Donc

’ f est & valeurs strictement positives sur ]0, 2] ‘

8) Limite de f(«) quand « tend vers 2.

1 —cos(t
On considere la fonction auxiliaire ¢ définie sur IR* par ¢(t) = T()
(a) Montrer que ¢ est prolongeable en une fonction continue sur IR. On notera encore ¢ son prolongement.
2
Correction : La fonction ¢ est continue en tout point de IR \ {0} et ¢(t) Ko tt42 = 1.
Donc ’elle est prolongeable en une fonction continue sur IR |, en posant ¢(0) = 3.

()

Montrer que la fonction ¢ admet sur [0, 7] un minimum strictement positif noté p (qu’on ne demande
pas d’expliciter).

Correction : Pour tout ¢ €]0, 7], cost < 1, donc ¢ est strictement positive sur ]0, 7] et, ¢(0) = 5 > 0.
Par conséquent ¢ est strictement positive sur [0, 7].

Etant continue sur le segment [0, 7], la fonction ¢ est bornée et atteint ses bornes sur [0, 7], donc

’ ¢ admet sur [0, 7] un minimum g > 0 ‘ car la fonction ¢ est strictement positive.

Etablir les inégalités suivantes, pour 0 < a < 2 :

™1 — cos(t) 2=
ﬂ®>al“ﬁﬁfﬁ>a%_a

Correction : Comme t — 1223t est positive sur |0, +oo|, d’apres la relation de Chasles et la croissance

de l'intégrale :

+o0 s T 2—a 1T 2—«
1 — cos(t) 1 — cos(¥) o(t) t ™
f(a):a/o WdtZ(x/o tQTdt:a/{) ta*ldt}au 270[0:(1/12705

On a obtenu, pour 0 < a < 2, | f(a) > a [ 1;2351“) dt > a;ﬂ;:a .

[0

En déduire la limite de f(«) quand « tend vers 2 par valeurs inférieures.

. 2—a (2—a)Inw
Correction : au%— = ap*——— ~ F

— 400 dong, par minoration, | f(a) — “+o0]|.

2-a a—2— a—2~

a—2~




