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Correction : du Devoir maison n°2

MP Clemenceau 2022-2023
Pour le vendredi 23 septembre 2022

On consideére 'ensemble E des matrices de la forme : A (a,b,c) = ot (a,b,c) € R?
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Montrer que E est un espace vectoriel. Montrer qu’il est de dimension finie, & préciser en donnant une base.

Correction : Pour montrer que E est un espace vectoriel (on devrait dire IR-espace vectoriel mais ici le corps est
fixé), il suffit de montrer que c’est un sous espace vectoriel de .Z3 (IR). On peut alors répondre aux trois questions
en méme temps (méme si en général il faut éviter...).

010 0 0 1
On a en effet, de maniere immédiate que £ = Vect | I3, |1 0 1],{0 0 O . On a une base de E et
010 100

dim(E) = 3.

Soient A et B deux matrices de E, calculer AB.
Est-ce un élément de E 7

Correction : On a, avec A = A(a,b,c) et B=A(d',V,)

a b ¢ a b aa’ + b +cc ab +ba’ +cb  ac +bY + ca’
AB = b a b v od v = ba’ + ab’ + b’ 260" + aad’ bc’ + ab’ + ba’
c b a d bV o a ca' + bV +ac b +ba' +ab cc + b + ad

Ce n’est pas un élément de E.
On considere f Pendomorphisme de IR? canoniquement associé & A (a, b, c).

(a) Donner le déterminant de f.
Correction : on calcule dérictement le déterminant de A

a b c a b c—a
det(A)=|b a b |27 b o o0
c b a c b a—c
o a b 1 a b 1
hneglte (C . (L) b a L1+Ig—>L3 (C . a) b a 0
c b -1 a+c 2b 0
développement 3ieme colonne ( . a) b a
o a+c 2b

=(c—a)(2b” —a(a+c))
(b) Trouver les valeurs A vérifiant : il existe un vecteur non nul z € IR® tel que f (z) = Az.
On note E) = {z € R? ) f(x) = Az}
Correction : on cherche X tel qu’il existe z non nul tel que f (x) = Az c’est a dire (f — AId) (z) = 0.
Cela veut dire que ’endomorphisme (f — AId) n’est pas bijectif. Cela est vrai si et seulement si son déterminant

est non nul.
On cherche donc A tel que det (f — A d) = 0. En remplagant a par a — A dans le calcul précédent on obtient

det (f —Md) = (c—a+)\) (26 — (a—A) (a — A +¢))
et donc
det (f—AMd) = 0eA=a—cou) —(2a+c)A+ac—20*+a*>=0
¢+ 2a £ +/c2 + 8b?
2

S A=a—coul=



4) Cas b=c

(a) Donner les espaces F) associés aux valeurs trouvées précédemment. On donnera une base de chacun des
espaces.

Correction : les valeurs trouvées précédemment sont donc A = a — ¢ (qui apparait deux fois) et A = a + 2¢
On cherche donc les sous espaces suivants

B, = {s€F | f(@)=(a—cu}
Ey, = {z€eFE | f(z)=(a+2c)x}

Pour chercher F; on résoud le systeme :
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azry + cxs + cxs = (a —¢) 1
&R cerptaratexs=(a—c)ry Sc(xy+zy+a3)=0
cxy + cxe + axs = (a — ¢) x3

Si ¢ est nul alors la matrice est diagonale et pour tout x de E f (x) = ax.
On suppose donc ¢ non nul et donc

Ey = {t€E | zi+a+a3=0}
= Vect((1,0,-1),(0,1,-1))

Pour chercher F5 on résoud le systeme :

1 1 a ¢ c 1 1
Al 22 | =(@+2¢)| 22 || ¢ a ¢ z2 | =(a+2c)| x2
T3 I3 cC C a I3 X3
azy + cxo + cxs = (a + 2¢) xq —2x1+ 22 +23=0
S cxytars+cerz=(a+2c)x2 & 1 — 220 +23=0 & x1 =129 =23
cxy + cxe + axs = (a + 2¢) x3 21+ 29 — 223 =0

On en déduit que Ey = Vect ((1,1,1))
(b) Montrer que ce sont des espaces supplémentaires.
Correction : soit z € E1 N Ey, par définition des sous espaces on a

flx)y=(a—c)x et fx)y=(a+2c)x
on en déduit que x = 0, et donc E3 N Ey = {0}.
De plus on a dim (E7) = 2 et dim (E3) = 1, on peut donc conclure que E; @ Es = F

(¢) En utilisant les vecteurs trouvés dans les questions précédentes, construire une base de IR? et donner la matrice
de f dans cette base.
Correction : on pose e; = (1,0,—1),e2 = (0,1,—1) et e3 = (1,1,1).
La famille est une base si et seulement si son déterminant dans la base canonique est non nul

1 0 1
det (e1,e2,e3) =] 0 1 1(=3
-1 -1 1

C’est donc bien une base.

Remarque : c’est une base adaptée a la somme directe.

On a, par définition des vecteurs f(e;) = (a —c)eq, f(e2) = (a—c)es et f(e3) = (a+ 2¢) e3. La matrice
dans cette base est donc

a—c 0 0
D= 0 a—c¢ 0
0 0 a+2c

(endomorphisme est diagonalisable)



(d) Caractériser I'application dans la cas a = —% et b=c = 2.
Correction : les valeurs trouvées précédemment sont alors —1 et 1. La matrice dans la base (e1, eq, e3) est

alors
-1 0 O
D= 0O -1 0
0 0 1

On reconnait la matrice d’une symétrie. C’est la symétrie par rapport a Fy parallelement a E;
5) Cas général
(a) On considere les vecteurs, donnés dans la base canonique par
er1 = (1,0,-1) e2 = (1,—-1,1) es =(1,1,1)

Montrer ces vecteurs forment une base de IR?
Correction : calculons le déterminant de la famille dans la base canonique

1 1 1 1 1 1

-1 1
det (e1,e2,e3) = 0 —1 1 |MtEe=bs)ig 1 1 |= ‘ 5 9 ’
-1 1 1 0o 2 2
= —4
Le déterminant est non nul donc la famille est bien une base de E.
(b) Donner la matrice P de passage de la base canonique & cette base.
Correction : par définition la matrice demandée est
1 1 1
P= 0o -1 1
-1 1 1
(¢) Calculer 'inverse de P.
Correction : on va résoudre le systéeme PX = X’
1 1 1 T x’ r+y+z=2a
0 -1 1 y |=| v | & —y+z=1vy
-1 1 1 z Z —rt+y+z=2
z+y+z=2a y+z=a—z=3(2'+7) R ACE
& —y+z=y & —y+z=1v & 2y:%(:p’+z’)—y’
e=a' -2 r=3 (' -2 2z =5 (' +2)+y
=12 -1 T i 0 -1 x!
el gty oy 2 Sy Y
2
s s s VI CF RN U I o A
1 _1
P 1 % 01 12
On en déduit que P~ = | 7 —35 %
SO
i 2 1

(d) Donner la matrice de f dans cette base.
Correction : on utilise la formule de changement de bases. Si on note A’ la matrice cherchée, on a

A =PtAP
Ce qui donne apres calculs
a—c 0 0
A = 0 a—32b+ic —ib+3c
0 ib+3c  a+3b+ 3
(e) Retrouver alors les résultats de la question 4.
Correction : si b = ¢, la matrice A’ est alors
a—c 0 0
A= 0 a-c 0
0 c a+2c

on retrouve alors les valeurs A tel que f (z) = Az. Ce sont bien a — c et a + 2¢



6) On supposea=—1++3,b=1etc=2

(a) Calculer le rang de f (choisir correctement la matrice).
Correction : on considere la matrice dans la base (eg, ea, e3)

-3+V3 0 0
o B PRC
0 3 3+V3

V3

Lorsqu’on calcule le déterminant de (

NI
wljw

\/3) on trouve 0. On en déduit que cette matrice est

lw
+ N[ =

de rang 2

(b) Calculer 'image et le noyau de f.

Correction : Comme la matrice, donc f est de rang 2, il suffit de prendre deux colonnes non colinéaires de
la matrice de départ (dans la base canonique) pour avoir une base de I'image. Et donc Im(f) = Vect((—-1 +
V3,1,2), (1, =1 ++/3,1)).

Pour le noyau : par exemple par résolution de AX = 0, on trouve ker(f) = Vect(1,—1 —/3,1))



