Correction : Devoir maison n’1

MP Clemenceau 2024-25

pour le vendredi 6 septembre 2024

Exercice d’analyse : Convergence de séries par transformation d’Abel

1)

2)

On consideére une suite de réels (a,), une suite de complexes (b,) et on note pour tout entier naturel n :

S, = zn:akbk et B, = i:bk
k=0 k=0

En remarquant que, pour k& > 1,by = By — Bir_1, démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,
n—1

S, = Z(ak — ag+1)Bg + a, By, (transformation d’Abel).
k=0
Correction : Soit n € IN*.

Sy = Z arbr = agbo + Z ai(Br — Br—1) = agbo + Z ap By, — Z%qu-

k=0 k=1 k=1 k=1
Dans la derniére somme, on effectue le changement d’indice j = k — 1.
n n—1 n—1
Sn = aobo + ZakBk - Z aj+1Bj = aobo + Z (ak — ak+1)Bk + aan - a130
k=1 j=0 k=1
n—1 n—1
= aobo + Y _ (ak — ak41)Bi — (a0 — a1)Bo + an By — a1bo = Y _ (ak — ax11)Bi + an By
k=0 k=0

On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle.

a) Démontrer que la série Z(ak — ap41) converge.
k>0
Correction : Par théoréme, la suite (a,) étant convergente, la série Z(ak — agy1) est également
k>0
convergente. C’est méme une condition nécessaire et suffisante.
On peut imaginer que l'auteur du sujet attendait une démonstration de cours ici. Il faut alors refaire la
démonstration utilisant le téléscopage.

b) En déduire que la série Z anby, converge.

n>0
Correction : Vérifions que la suite (S,,) des sommes partielles est convergente.
n—1
D’apres la question précédente, pour tout n € IN*, S, = Z (ag — ags1)By + anBy.
k=0

Le second terme (a,B,,) tend vers 0 car produit d’une suite convergente vers 0 et d’une suite bornée.
Le premier terme est une somme partielle de la série de terme général (ax — ag+1)Bk-
Notons M > 0 un majorant de la suite (|By]).
Alors Vk € IN, |(ax — ag+1)Bi| < |ak — ag41|M = (ar — agy1)M car (ag) est une suite décroissante.
Ainsi, (ar — ag41)Byk est dominée par une le terme général d’une série absolument convergente.
Donc (ar — ag+1)By est lui méme le terme général d’une série absolument convergente ce qui termine la
démonstration de cette question.
Remarque : on peut résumer aussi en écrivant, avec les hypotheses de ’énoncé, que
(ar, — ag+1)Br = O (ag — ag+1).

c) En appliquant le résultat précédent au cas ou b, = (—1)", donner une démonstration du théoréeme des
séries alternées, apres ’avoir énoncé.
Correction :

o Version trés résumée mais juste! : Soit (ap)rew une suite décroissante de limite nulle. Alors

E (—1)*ay est une série convergente.
k>0



e 11 suffit d’appliquer le résultat de la question précédente apres avoir justifié que la suite (B,) =

(Z (1)k> est une suite bornée.

k=0
On a Vn € IN, B,, € {1,0} donc Vn € IN, |B,,| <1 ce qui assure bien le résultat demandé.

3) Exemple.
Dans cette question, 6 est un réel différent de 2kn (k € Z) et « € R.

n
a) Calculer pour n entier naturel non nul, Z e
k=1
Correction : On demande de calculer la somme des termes d’une suite géométrique de raison e®.
Notons que, par hypothese, e? # 1.
n y 0 y 0 . . .
On a : Zeike _ ewl - pe” /2 (—2d)sin(nb/2) pi(n+1)0/2 sin(nf/2)
k=1

ik0

1—ef ez (—2;)sin(6/2) sin(0/2)

ein9

b) Discuter en fonction du réel « la nature de la série
n>1

o

Correction :
inf
e Lorsque o > 1, la série de terme général

— est absolument convergente donc convergente.
n

e Lorsque @ < 0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc la série est grossierement
divergente.

e Soit a €10, 1].
On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la question précédente.
Notons tout de méme que le fait que la série commence a n = 1 a la place de n = 0 n’a pas
d’incidence.

La suite (1/n) est clairement décroissante et tend vers 0.
n

S

k=1

< 1
~ [sin(6/2)]

D’aprés la question précédente, pour tout n € IN*, donc la suite des sommes

partielles est bornée.
Conclusion : la série est convergente.

sin(nz
4) Soit la série de fonction Z u, ol pour x réel et n entier naturel non nul, u,(x) = g

Vn
n>1
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement en tout point de IR, c¢’est a dire que, pour tout
z € IR, la série Z u, () converge
n>1

nT
Lorsque z € IR\ (27Z), la question précédente assure la convergence de la série de terme général z,, et le
sin(nx)

T
Lorsque = € 277, uy,(x) = 0 ce qui est bien le terme général d’une série convergente.
Conclusion : cette série de fonction converge simplement sur IR.

Correction : Soit x € IR. Posons z,, =

rappel de I’énoncé assure la convergence de la série de terme général (z,,) =



Exercice d’algebre

1)

2)

On consideére ’ensemble E des matrices de la forme : A (a,b,c) = ou (a,b,c) € R3

o o

b
a
b

Q T 0

Montrer que E est un espace vectoriel. Montrer qu’il est de dimension finie, a préciser en donnant une base.

Correction : Pour montrer que E est un espace vectoriel (on devrait dire IR-espace vectoriel mais ici le
corps est fixé), il suffit de montrer que c’est un sous espace vectoriel de .#3 (IR). On peut alors répondre
aux trois questions en méme temps (méme si en général il faut éviter...).

010 0 01
On a en effet, de maniere immédiate que ¥ = Vect | I3, |1 0 1,10 0 O . On a une base de F et
01 0 1 0 0
dim(E) = 3.
Soient A et B deux matrices de E, calculer AB.
Est-ce un élément de E?
Correction : On a, avec A = A(a,b,c) et B=A(a’,b, )
a b ¢ a v aa’ + b +cc abl +ba’ +cb  ac +bY + ca’
AB=| b a b o d bV | = ba +ab + b 200" + aa’ bc’ + ab’ + ba’
c b a d v a ca' +bb +ac b +ba +ab cc + b+ ad

Ce n’est pas un élément de E.

3) On considere f Pendomorphisme de IR? canoniquement associé a A (a,b,c).

(a) Donner le déterminant de f.
Correction : on calcule dérictement le déterminant de A

a b c a b c—a
det(A)=|b a b R I S
c b a c b a—c
o a b 1 a b 1
hneglte (C - a) b a 0 L1+L:3~>L3 (C _ (l) b a 0
c b -1 a+c 2b 0
développemeni3iéme colonne ( o a) b a
o a+c 2b

=(c—a) (2b* —a(a+c))

(b) Trouver les valeurs \ vérifiant : il existe un vecteur non nul = € IR? tel que f (z) = \x.
On note E) = {z € R3 / f(x) = Az},
Correction : on cherche A tel qu’il existe « non nul tel que f (x) = Az c’est a dire (f — A\ d) (z) = 0.
Cela veut dire que l’endomorphisme (f — AId) n’est pas bijectif. Cela est vrai si et seulement si son

déterminant est non nul.
On cherche donc A tel que det (f — AId) = 0. En remplagant a par a — A dans le calcul précédent on

obtient
det (f —Ad) = (c—a+)\) (20 — (a—A) (a— A +¢))
et donc
det (f — A\ld) = O<:>)\:a—cou)\2—(2a+c))\+a07262+a2:()
c+2a ++/c? + 8b?
S A=a—coul= 5
4) Cas b=c



(a) Donner les espaces E) associés aux valeurs trouvées précédemment. On donnera une base de chacun
des espaces.

Correction : les valeurs trouvées précédemment sont donc A = a — ¢ (qui apparait deux fois) et
A=a+2c

On cherche donc les sous espaces suivants

E, = {zeFE /| fx)=(a—c)z}
Ey, = {z€FE /| f(z)=(a+2c)z}

Pour chercher F; on résoud le systeme :

X I a ¢ ¢ I T
Al z2 | =(a=¢)| 22 || ¢ a c x2 | =(a—c)| =x2
I3 I3 c Cc a I3 I3

axy + cro + cxs = (a — ¢) xy
S ey targtcexs=(a—c)xy <c(x;+xe+23)=0
cx1 + cxe + axs = (a — ¢) z3

Si ¢ est nul alors la matrice est diagonale et pour tout « de E f (x) = ax.
On suppose donc ¢ non nul et donc

E, = {z€eFE | x+z3+x3=0}
= Vect ((1707_1)3(0717_1))

Pour chercher F5 on résoud le systeme :

T Tq a ¢ ¢ Tq T
Al 22 | =(@+2)| 22 || ¢ a ¢ o | =(a+2c) | 22
I3 I3 cC C a I3 T3
axy + cro + cxs = (a + 2¢) oy —2x1+xo+23=0
S ocrytargtcxs=(a+20)z & r1— 2 +23=0 &1 =19=13
cxy + cxo + axs = (a + 2¢) z3 1+ a0 — 203 =0

On en déduit que Bz = Vect ((1,1,1))
(b) Montrer que ce sont des espaces supplémentaires.
Correction : soit z € F1 N Ey, par définition des sous espaces on a

f@)=(a—0o)zx et fl@)=(a+2c)x

on en déduit que = = 0, et donc Ey N Ey = {0} .
De plus on a dim (F7) = 2 et dim (E3) = 1, on peut donc conclure que Fy & Es = FE
(¢) En utilisant les vecteurs trouvés dans les questions précédentes, construire une base de IR? et donner
la matrice de f dans cette base.
Correction : on pose e; = (1,0,—1),e3 = (0,1, —1) et e3 = (1,1,1).
La famille est une base si et seulement si son déterminant dans la base canonique est non nul

1 0 1
det (e1,ez,e3) =] 0 1 1 |=3
-1 -1 1

C’est donc bien une base.
Remarque : c’est une base adaptée a la somme directe.

On a, par définition des vecteurs f(e1) = (a—c)ey, f(e2) = (a—c)es et f(ez) = (a+ 2c¢)ez. La
matrice dans cette base est donc

a—c 0 0
D= 0 a—c 0
0 0 a+ 2c

(endomorphisme est diagonalisable)



s 5 . . o 1 o 2
(d) Caractériser I'application dans la cas a = —5 et b=c = 3.

Correction : les valeurs trouvées précédemment sont alors —1 et 1. La matrice dans la base (e, e, e3)

est alors
-1 0 0
D= 0 -1 0
0 0 1

On reconnait la matrice d’une symétrie. C’est la symétrie par rapport a Fy parallelement a E;
5) Cas général
(a) On considere les vecteurs, donnés dans la base canonique par
er1 = (1,0,-1) e2 = (1,-1,1) es = (1,1,1)

Montrer ces vecteurs forment une base de IR?
Correction : calculons le déterminant de la famille dans la base canonique

1 1 1 1 1 11
det (e1,e2,e3) = 0 —1 1 |!fterls)ig 1 g —‘ 5 9 ’
-1 1 1 0o 2 2
= —4
Le déterminant est non nul donc la famille est bien une base de E.
(b) Donner la matrice P de passage de la base canonique & cette base.
Correction : par définition la matrice demandée est
1 1 1
P = 0 -1 1
-1 1 1
(c) Calculer 'inverse de P.
Correction : on va résoudre le systéeme PX = X’
1 1 1 T x! r+y+z=2a
0 -1 1 y |l=19v |& —y+z=1vy
-1 1 1 z 2 —r+yt+z=2
r4+y+z=a y+z=a —z=3 (@ +2) r=3 (' =2
&9 —ytz=y & —y+z=y & 2y=§(£’+2’)—y’
20 =1x' — 2 z=1(" -2 2z=5 (2’ +2)+y
T = %x' — %z’ T % 0 —% x!
st e (V)= ) (v
z= g2 + 35y + 37 z : L2 2
1 _1
S B
On en déduit que P~* = I 3 1
o2t
i 2 1

(d) Donner la matrice de f dans cette base.
Correction : on utilise la formule de changement de bases. Si on note A’ la matrice cherchée, on a

A'=P AP
Ce qui donne apres calculs
a—c 0 0
A=| 0 a-3b+le —Lb+ic
0 ib+3c  a+3b+3c

(e) Retrouver alors les résultats de la question 4.
Correction : si b = ¢, la matrice A’ est alors

a—-c 0 0
A = 0 a—c 0
0 c a+ 2c

on retrouve alors les valeurs A tel que f (z) = Az. Ce sont bien a — c et a + 2¢



6) On supposea=—1++3,b=1etc=2

(a) Calculer le rang de f (choisir correctement la matrice).
Correction : on considere la matrice dans la base (eq, ea, e3)

-3+V3 0 0
A= 0 —5+V3 3
0 3 3+V3
343 1
Lorsqu’on calcule le déterminant de ( 24 3 +2 \/§> on trouve 0. On en déduit que cette matrice
2 2

est de rang 2
(b) Calculer 'image et le noyau de f.

Correction : Comme la matrice, donc f est de rang 2, il suffit de prendre deux colonnes non colinéaires
de la matrice de départ (dans la base canonique) pour avoir une base de I'image. Et donc Im(f) =
Vect((—1++/3,1,2),(1,-14/3,1)).

Pour le noyau : par exemple par résolution de AX = 0, on trouve ker(f) = Vect(1,—1 —/3,1))



