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Théoreme d’Abel pour les séries entieres

(@n)pen est une suite de nombres réels telle que la série enticre g anx™ de la variable z ait pour rayon de
convergence 1.

—+oo
On note f la fonction définie sur |—1,1[ par : f(x) = Z anz™.

n=0

On désigne par (1) et (£2) les deux propriétés suivantes possibles de la suite (an), oy :

o () : lasérie Zan converge.

o () : la fonction f admet une limite, notée lim f(x), lorsque = tend vers 1 par valeurs inférieures.

r—1—

A) Généralités :

1) En utilisant des développements en séries entieres usuels, donner dans chaque cas suivant, un exemple de suite
(an)pen telle que :

a)

b)

d)

(an) vérifie (:@1) et (:@2)

Correction : on veut une série entiere usuelle dont le rayon de convergence est 1 (et non infini).

En considérant, par exemple, la fonction z — In(1 4+ ) on a bien une fonction développable en une série
too (_1)n+1

entiere dont le rayon de convergence est 1. On a In(1 + z) = Z —
n

n
n=1
Cette fonction admet une limite finie en 1 par valeurs inférieures (cela se vérifie par son expression) et la
400 (_1 n+1
série E —— est convergente d’apres le critere spécial des séries alternées.
n=1 n
(an) ne vérifie pas(#;) et vérifie (Hs).
Correction : Il suffit de considérer la fonction x +— 172 qui une limite finie en 1 par valeurs inférieures,
x

+oo
1
elle est développable en une série entiere dont le rayon de convergence est 1 : Tr = E (=1)"z", mais
T
n=0

cette derniére n’est pas définie pour xz = 1.
(an) ne vérifie ni (1) ni ().

Correction : En prenant la fonction x T

on a une fonction développable en une série entiere de
—x
rayon de convergence égal & 1 qui n’admet pas de limite finie en 1 et dont le développement n’est pas définie

1 =
o) = 1. = ",
p ur xr 1—;(; nzll'

La série Z anz™ ne converge pas uniformément sur |—1,1[.
Correction : une série qui converge uniformément sur |—1, 1[ admet, par propriété, des limites finies en 1
et —1, il suffit de prendre la fonction précédente par exemple.

2) On suppose que la série Z an, est absolument convergente.Montrer alors que la fonction admet une limite finie

a gauche en 1 et préciser cette limite.

Correction : Si la série E an est absolument convergente alors la série E anx" converge normalement sur

]—1,1[ donc uniformément. Par propriété elle admet donc une limite finie en 1.

On a en effet, sur |—1,1[, ||z — ana™||cc = |an]

B) Théoréme d’Abel



3) On suppose dans cette question que la série Z an converge.
On va montrer qu’alors f admet une limite finie en 1 par valeurs inférieures (théoreme d’Abel).

“+o0 —+o0
On pose 1y, = Z ay, et pour tout x € [0,1], R,(x) = Z apa®
k=n-+1 k=n+1
+0o0
a) Simplifier, pour tout = € [0,1], Z (Trgp—1 — Tnip) " TP
p=1
—+o0
Correction : Comme 7,1p—1 —Tntp = Gntp , ON a tout simplement : Z(rnﬂ;,l — Tntp) 2P — R, (x)
p=1
—+o00
b) En déduire que, pour tout z € [0,1], R, (z) = rpz™ ™! + 2" (x — 1) Z o pt? L.
p=1

Correction : Il est bien connu que dans ces histoires, il faut travailler sur les sommes partielles ou alors
justifier avant les convergences des séries utilisées :

k k

k
Z(Tn-&-p—l — Tngp) 2P = Z Pnip-12" P — Z Tnipx" P

p=1 p=1 p=1

apres mise a 1’écart du premier terme de la premiere somme et réindexation des autres, on obtient :

k k—1
, 1 1 1
E (Prtp1 — Tnap) 2" =1y 2™ 4" (2 — 1) E Prp B2 — 1y T
p=1

p=1

le dernier terme tend vers 0 lorsque & tend vers I'infini car 7,44 tend vers 0 puisque la série > a,, converge,
et 2™tF est borné; il suffit donc de faire tendre k vers I'infini. Le terme de gauche tend, d’apres la question
précédente, vers R, (), on en déduit que la série Y ry,4,2" P converge et on obtient I’égalité cherchée.
Celle-ci reste vraie pour = = 1.

c) Soit £ > 0, justifier qu’il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng et tout entier naturel p on ait
[Prtp] < %7 puis que, pour tout entier n > ng et pour tout réel x € [0,1], |R,(x)] < e.

Correction : Comme on ’a déja signalé, r,, tend vers 0, par conséquent, si I’on se donne £ > 0, on dispose

d’un entier ng tel que pour tout k > ny on ait |rx| < /2, alors on a bien |r,1,| < &/2 pour n > ng et p
+o00

entier naturel. Et pour z € [0,1[ et n > ng on obtient : [R,(z)| < §+ 5(1 —x) prfl = ¢ . L’égalité
p=1
reste vraie pour = 1 car on a directement |R,,(1)] <

d) Conclure .
Correction : D’apres la question précédente la série de fonctions E anx™ converge uniformément sur

£
2

[0, 1], or chaque fonction x +— a,z™ est continue sur [0, 1]. On en déduit que la fonction définie par la série
est aussi continue sur [0, 1] .

4) Que peut-on dire de la série Z ap st lim f(z) =+o00?

r—1—
Correction : On vient de montrer (dans la question précédente) que si la série E a,, converge alors la fonction
f admet une limite finie en 1 par valeurs inférieurs. Par contraposée on en déduit que si lim f(x) = +oco alors
z—1—

la série Z an diverge.
5) Application

a) Le produit de Cauchy de deux séries convergentes est-elle une série convergente ?

(Gt
nl/4
Correction : on va montrer que I'exemple donné est le cas de deux séries convergentes dont le produit

de Cauchy ne converge pas.
="

1
ni

On pourra examiner le cas du produit de Cauchy de Z par elle méme.

Soient les suites (uy,)n et (vy,)n définies par : ug = vo = 0 et u,, = v, = pour n > 1. La série E Uy,
converge d’apres le critére des séries alternées.
n

Posons ¢, = Y ugv,_g pour n > 0, alors ¢g =c¢; =0 et

k=0
n—1 n—1
I LT ) PR 1
Cp = e = (-1 — =+ pourn = 2.
k; ki (n—k)1 (=1) = okt D



n—1

)t -

Or pour k € [I,n—1],on a: k(n — k) < "72 , donc |¢,| >

— 400 et par suite Y ¢, diverge
—+0oo

—~

grossierement.
n

b) Soit E U, E vy, deux séries de nombres réels, on pose, pour tout entier n, w,, = E Uk Uy €t on suppose
k=0
que les trois séries E U, E U, €t E w,, convergent.

—+o0 —+o0o +oo
Montrer, a I'aide du théoreme d’Abel, qu’alors Z Wy, = Z Up, Z Upy-
n=0 =0 n=0

n= =i
Correction : On consideére les séries entieres Y u,x™ , Y, v,2™ et > w,x™ associées respectivement aux
suites (un), (vn) et (wy,). Commes les trois séries > wu, , >, v, et > w, convergent, alors les rayons de
convergence des séries entieres associées sont au moins égaux a 1.

oo

o0 o0 (o]
Par le théoreme d’Abel, on a le résultat suivant : lim > w,2™ = > u, , lm > vyz™ = Y v, et
=17 p=0 n=0 z—=17 n=0 n=0

o0 o0
lim > wypa™ = > w, .
z—=17 n=0 n=0
Or pour z €]0; 1], les séries numériques > u,x™ et Y v,x™ convergent absolument et que pour tout n € N,
n
wpr™ = Y uprFv,_rz" ", donc (d’apreés le cours sur le produit de Cauchy de deux séries entitres) :
k=0

o0 o0 o0
ST wpx™ = > upx™ Y. vpx™, et par passage a la limite lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures, on
n=0 n=0 n=0

obtient :
o0 o0 o0
D wn = un ) vn
n=0 n=0 n=0

C) Réciproque du théoréme d’Abel

6)

7

Justifier que la réciproque du théoréme d’Abel est fausse.
Correction : c’est la question 1b)!

On cherche & rajouter une condition (Q) & la condition () de telle sorte que si (ay,) vérifie () et (Q) alors
elle vérifie ().
On prend pour (Q) la propriété : pour tout entier n, a, > 0.
Montrer que si (ay,) vérifie les propriétés (Z2) et (Q) alors elle vérifie ().
n
Correction : Puisque les coefficients sont positifs, Z ar z® < f(z) pour tout z € [0,1[ et tout n € IN*.

k=0
De plus, la fonction f est croissante sur [0, 1[, d’ou f(z) < lim f(z) pour tout = € [0, 1].
rz—1-

n
On a donc : Z ar " < lim f(z) pour tout z € [0,1]. En faisant tendre z vers 1 dans cette derniére inégalité,
r—1—
k=0
on obtient une majoration de la suite des sommes partielles de la série & termes positifs > a,, qui converge

donc.



