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Sujet de type Centrale

Ce sujet est divisé en trois parties. La partie III est indépendante des deux premiéres (méme si
les parties II et III ont en commun de s’intéresser a des matices de Hankel).

Notations
Dans tout le probleme, K désigne indifféremment IR ou C.
On note K™ I'espace vectoriel des suites a valeurs dans K.
Pour tout espace vectoriel £ sur K, on note .Z(F) l'algebre des endomorphismes de F.
On note o 'élément de Z(KN) qui, & tout © = (), de KN associe y = (yn),cn dans KN de
terme général y,, = x,11.
On note K[X] l'algébre des polynomes a coefficients dans K, et K,,[X] le sous-espace vectoriel de
K[X] formé des polynomes de degré inférieur ou égal a m.
On rappelle qu'un polynome est dit unitaire si le coefficient de son monémes de plus haut degré vaut
1.
On note ., (K) 'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.
Si M est une matrice carrée, on note *M sa transposée et tr(M) sa trace.
On note .7, (IR) 'ensemble des matrices carrées symétriques d’ordre n a coefficients réels.

Rappels sur les polynomes d’endomorphisme
On effectue ici quelques rappels utiles sur les polynémes d’endomorphisme d’un espace vectoriel.
Soit £/ un espace vectoriel sur K. On note Id I’endomorphisme identité de E.

p p
Pour tout f de Z(E), et tout A = > a;,X* de K[X], on note A(f) = >_ asf* (avec la convention
k=0

k=0
0 =1d).
Pour tout f de Z(FE), application A — A(f) est alors un morphisme d’algebres de K[X]| dans
On a en particulier (utile dans la suite du probleme) :

p p
e SiE=KN f=0et A=) a, X alors A(0) = Y apo*.
k=0 k=0

P
e Pour tout z € K¥, y = A(0)(z) est donc la suite de terme général y,, = > apTp -
k=0

I Suites récurrentes linéaires

Soit p un entier naturel. On dit qu'un élément x de KN est une suite récurrente linéaire d’ordre
p
p = 0, ¢'il existe un polynome A = >~ a, X* dans K[X] de degré p, tel que A(c)(z) soit nulle, c’est
k=0
a dire si :

p
Vn € IN Zakxn+k =0 (I.].)
k=0



On dit que la relation (I.1) (dans laquelle, rappelons-le, a, est non nul) est une relation de récurrence
linéaire d’ordre p, dont A est un polynome caractéristique.

L’ensemble des suites  de KIN qui obéissent & (I.1) est noté R (K).

On note R(K) I'ensemble de toutes les suites récurrentes linéaires, quelque soit leur ordre.

I.A - Ordre (et polynéme) minimal d’une suite récurrente linéaire

Soit x une suite récurrente linéaire.

Montrer que ’ensemble J, des polynomes A tels que A(o)(x) = 0 est un sous groupe de K[X],
non réduit a 0 et tel que pour tout (A, B) € J, x K[z], AB est élément de J, (autrement dit, .J, est
un idéal de K[X]).

On rappelle qu’il en résulte deux choses :

e d’une part, il existe dans J, un unique polynome unitaire B de degré minimal

e d’autre part, les éléments de J, sont les multiples de B.

Par définition, on dit que B est le polynome minimal de la suite x, que le degré de B est [‘ordre
minimal de x, et que la relation B(o)(x) = 0 est la relation de récurrence minimale de x.

I.B - Quelques exemples

I.B.1) Dans KN quelles sont les suites récurrentes linéaires d’ordre 0? d’ordre 17

Quelles sont les suites de KIN dont le polynome minimal est (X — 1)2?

I.B.2) On considere la suite x définie par zy = 0, x; = —1, x5 = 2 et par la relation de récurrence
linéaire d’ordre 3 : Vn € IN, x,,.3 = —3xp10 — 3Tpe1 — T

Déterminer le polynéme minimal (et donc I'ordre minimal) de la suite z,.

I.C - L’espace vectoriel R 4(K) et deux cas particuliers

p
Soit A = Y ap X* un élément de K[X], de degré p > 0, que, sans perdre de généralité, on suppose
k=0

unitaire.

I.C.1) Prouver que R 4(K) est un sous-espace vectoriel de dimension p de KN, et qu'il est stable par
o (on ne demande pas ici de déterminer une base de R 4(K), car c’est 'objet des questions suivantes).
I.C.2) Déterminer (R)4(K) quand A = X? (avec p > 1) et en donner une base.

I.C.3) Dans cette question, on suppose p > 1 et A = (X — A\)P, avec A dans K*.

On note E4(K) I'ensemble des 2 de KN de terme général x,, = Q(n)\", olt Q est dans K, ;[X].

a) Montrer que E4(K) est un sous-espace vectoriel de KIN dont on précisera la dimension.

b) Montrer 1'égalité R4 (K) = E4(K).

I.D - Etude de R4(K) quand A est scindé sur K

Dans cette question, on suppose que le polynome A est scindé sur K.
d

Plus précisément, on note A = X™0 H (X — X\g)™, ou :

k=1
e les scalaires A\, Ao, ..., A\g sont les racines non nulles distinctes éventuelles de A dans K, et
my, Ma, ..., Mg sont leurs multiplicités respectives (supérieures ou égales a 1). Si A n’a pas de
d
racine non nulle, on convient que d = 0 et que H(X — )" = 1.
k=1



e l'entier mg est la multiplicité de 0 comme racine éventuelle de A. Si 0 n’est pas racine de A, on
adopte la convention mgy = 0.

d
Avec ces notations, on a Y my = deg(A) = p.

k=0
En utilisant le théoreme de décomposition des noyaux, montrer que R 4(K) est 'ensemble des suites
T = (), de KN telles que :

d
Vnzmy, 1z, = ZQk(n))\Z

k=1
ou, pour tout k € [1,d], Q est dans K[X]| avec deg(Qy) < my.

d
Remarque : si d = 0, la somme Y Qx(n)A} est par convention égale a 0.
k=1

IT Matrices de Hankel associées a une suite récurrente linéaire

Soit x € KN. Pour tout entier n non nul, on note H,(x) la matrice de .#,(K) définie par
V(l,j) < [[1,%]]2, [Hn(x)]i,j = Titj—2

o T1 T2 T3

Tog T1 X2
o T1 r1 T2 T3 T4
On a par exemple Hy(x) = , Hy(z) = [ x1 2o w3 | et Hy =
Tr1 T2 Ty T3z T4 Ts
Ty T3 T4

r3 T4 Ty Tg
On identifie toute matrice de ., (K) avec I'endomorphisme de K™ qui lui est associé¢ dans la base
canonique. On identifie de méme tout élément de K™ avec la matrice colonne qui lui correspond.

II.A - Calcul du rang de H,(z) quand x est une suite récurrente linéaire

Dans cette section, x est une suite récurrente linéaire d’ordre minimal p > 1 et de polynome
minimal 5.

II.A.1) Montrer que la famille (o*(z)) est une base de Rp(K).

0<k<p—1
En déduire, pour tout n de IN*, le rang de la famille (Uk(x))0<k<n_1.
Rp(K) — K"
I1.A.2) Montrer que si n > p, I'application ¢, : 5(K) est injective.
v = (Voy« -+, Up1)

En déduire que si n > p, alors rg (H,(z)) = p.
Remarque : il est clair que ce résultat reste vrai si p = 0 (car la suite x et les matrices H,(z) sont
nulles).

II1.B - Détermination de la récurrence minimale d’une suite récurrente
linéaire
Soit z une suite récurrente linéaire non nulle, d’ordre m > 1. Soit p = rg (H,(2)).

I1.B.1) Montrer que z est d’ordre minimal p et que le noyau de H,i;(z) est une droite vectorielle
dont un vecteur directeur peut s’écrire (by, ..., b,_1,1), ot by, ..., b,_1 sont dans K.

p—1
I1.B.2) Avec ces notations, montrer que le polynome minimal de x est B = X? + > b, X*.
k=0



I1.C - Etude d’un exemple

Dans cette question, on considere la suite x = (x,,),, oy définie par
ro=1, x1=1, x2=1, 23=0, etVne N, x4 =2Tpi3— 20,1

I1.C.1) Ecrire une fonction en Python de parametre un entier n et renvoyant la liste des ., pour
0<k<n.

I1.C.2) Préciser le rang de H,(z) pour tout entier n € IN* et indiquer I'ordre minimal de la suite .
I1.C.3) Déterminer la relation de récurrence minimale de la suite z.

I1.C.4) Donner une formule permettant pour tout n > 1 de calculer directement x,.

IT.C.5) On décide de modifier uniquement la valeur de xq, en posant cette fois z¢ = %

Avec cette modification, reprendre rapidement 1’étude des questions II.C.2) et I1.C.3).

Valeurs propres des matrices de Hankel réelles

Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 3.
On note p = \_”T“J la partie entiere de ”T“
On a donc n = 2p si n est pair, et n = 2p — 1 si n est impair.

IR" est muni de sa structure euclidienne canonique dont le produit scalaire est noté ( ‘ ) et la
norme associée est notée |[|-|.
Un élément = (x1,...,x,) de IR" est dit ordonné s’il vérifie 1 > x9 > -+ > x,.
On dit qu'une matrice M = (m;;); jycp o2 de #n(IR) est une matrice de Hankel §7il existe a =
(ag, - .-, az,—2) € IR** ! tel que pour tout i et j de [1,n], m;; = a;y;_». Une telle matrice est notée

M = H(a).

II1.A - Préliminaires

III.A.1) Montrer que si M est une matrice de Hankel de taille n alors elle admet n valeurs propres

réelles \j, ..., A\, (chacune étant répétée autant de fois que sa multiplicité) que 'on peut classer dans
lordre décroissant Ay = Ay = ... \,.
On note alors Spo(M) = (A1,...,A,) le spectre ordonné de la matrice M, c’est-a-dire le n-uplet

ordonné des valeurs propres de M.

On s’intéresse au probleme suivant : a quelles conditions un n-uplet ordonné de réels peut-il étre le
n-uplet ordonné des valeurs propres d’une matrice de Hankel de taille n ?

ITI.A.2) Montre que si A € IR* alors le n-uplet (A,...,\) n’est pas le n-uplet ordonné des valeurs
propres d’une matrice de Hankel de taille n.

II1.B - Une premieéere condition nécessaire

Soit a = (aq, ..., as,_2) un élément de IR**~ ' et M = H(a). On note Spo(M) = (A1,..., \n).

On définit deux vecteurs v = (vq,...,v,) et w = (wy,...,w,) de IR" par
1
V; = \/2i— 10,2@,1) et w; = ﬁ si1 € [[1,])]]
/L_
1
v; =AV/2n— 21+ 1lag;— et w; = ——= site|p+1,n
26 2n—21+1 lp ]

On pose enfin K, = n — ||w]|>.
ITI1.B.1) Montrer que

n n—1 n n—1 2n—2
Z)\i:Za% et Z)\?:Z(k:—f—l)aquZ(Qn—k—l)ai
=1 k=0 =1 k=0 k=n

4



I11.B.2) Montrer que (v | w) Z/\ et ||v]|? Z/\f
i=1

II1.B.3) Montrer que Z (i —\j)° = nz A — (v w)2 et en déduire l'inégalité :

1<i<j<n

> =N =K, Z)\Q (IIL.1)

1<i<g<n

I11.B.4) Vérifier que si n = 3, la condition (IT1.1) équivaut a: 1 (A + A2 + A2) > 3 (A1 A2 + A Az + Aa)s).

II1.C - D’autres conditions nécessaires

Dans cette partie, on admet le résultat suivant : si A et B sont deux matrices de .7, (IR) dont les
propres respectives (avec répétitions éventuelles) sont oy > -+ > ay, et 51 = -+ = 5, alors

D B <tr(AB) <> a8 (IIL.2)
=1 =1

Soit B = (bivj)(i,j)e[[l,n]] la matrice de .#,(IR) définie par
b1,2p—l =1 b2p—l,1 =1 bp,p = -2

tous les autres coefficients de B étant nuls.
III.C.1) Déterminer le spectre ordonné de la matrice B.
II1.C.2) Soit a = (ag, ..., az,_2) un élément de IR** ' et M = H(a).
On note Spo(M) = (A1,..., \).
Etablir que
M= A1 =20, 20 et 2\ + X — A, >0 (IIL3)

III.D - Cas n =3

Soient A1, Ao, A3 trois réels vérifiant :
A ZA A3 M —A—2X0320, 2\ +A—A320
b ¢
c b, oua,b,csont des réels.
b a
II1.D.1) Calculer les valeurs propres de M (sans chercher a les ordonner).
II1.D.2) Expliciter a,b,c (avec b > 0) en fonction de A, A2, A3 de telle sorte que Spo(M) =
(>\17 >\27 >\3)
IT11.D.3) Que peut-on déduire de résultat précédent, quand a la condition (II1.3) dansle casn =37

En utilisant un triplet ordonné (A, 1,1), montrer que pour n = 3, la condition (III.1) n’est pas
suffisante.

a
On définit la matrice de Hankel M = H(a,b,¢,b,a) = | b
c



