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Colle n” 14 : Semaine du 20 janvier 2025

Séries entieres

Les coefficients des séries entieres considérées sont réels ou complexes.

a) Généralités

Série entiere de la variable réelle, de la variable complexe.

Lemme d’Abel : si la suite (anz() est bornée alors, pour tout nombre
complexe z tel que |z| < |z, la série E a,z" est absolument convergente.
Rayon de convergence d’une série entiére, défini comme borne supérieure
dans [0, +o0], de ’ensemble des réels positifs r tels que la suite (a,r™) est
bornée.

Disque ouvert de convergence.

Intervalle ouvert de convergence.

Si an, = O(by,) et donc en particulier si a, = o(by,), Rq = Rp. Si an ~ by,
Ry = Ry,.

Application de la régle de d’Alembert pour les séries numériques au calcul
du rayon.
Somme et produit de Cauchy de deux séries entiéres.

< R, et elle diverge

La série E anz"

grossieérement si |z| > R.

converge absolument si |z|

Rayon de convergence de E n“z".

a
La limite du rapport @ peut étre utilisée directement.

n

b) Continuité de la somme d’une série entiére de la variable complexe

Convergence normale d’une série entiere sur tout disque fermé de centre
0 contenu dans le disque ouvert de convergence.

Continuité de la somme d’une série entiére sur le disque ouvert de conver-
gence.

c) Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Théoreme d’Abel radial :
si Z anx™ a pour rayon de convergence R € ]Ri et si Z an R" converge,

“+ oo + oo
alors E anT — E an,R"
n=0 =R 2o

La somme d’une série entiére est de classe C°° sur 'intervalle ouvert de
convergence et ses dérivées s’obtiennent par dérivation terme & terme.

Expression des coefficients d’une série entieére de rayon de convergence
strictement positif a I’aide des dérivées en 0 de sa somme.

La démonstration est hors programme.

Relation R (Z amv") =R (Z nana:") .

+oo +oo
Si les fonctions z E anx” et x — E b,a" coincident sur un inter-
n=0 n=0

valle ]0, a] avec a > 0, alors, pour tout n € IN, a,, = by,.

d) Fonctions développables en série entiére, développements usuels

Fonction développable en série entiere sur le disque ouvert de centre 0 et
de rayon R, sur l'intervalle |—R, R][.
Développement de exp(z) sur C.

sur {z € C, |z] < 1}.

Développement de 1

Développements usuels dans le domaine réel.

Dans le cas réel, lien avec la série de Taylor.

Les étudiants doivent connaitre les développements en série entiere des
fonctions exponentielle, hyperboliques, circulaires, Arctan, z — In(1 + z)
et z— (1+2)°.

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série entiere a
l’aide d’une équation différentielle linéaire.

Séries génératrices

k) Fonctions génératrices

Fonction génératrice de la variable aléatoire X a valeurs dans IN :
+oo

Gx(t) =E (tx) =3 P(X =kt~
k=0

Détermination de la loi de X par Gx.

La série entiere définissant G x est de rayon supérieur ou égal a
1 et converge normalement sur le disque fermé de centre 0 et de
rayon 1. Continuité de Gx.

La variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si G x
est dérivable en 1; dans ce cas E(X) = Gx'(1).

Fonction génératrice d’une somme finie de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans IN.

La démonstration de la réciproque n’est pas exigible.

Utilisation de G x pour le calcul de E(X) et V(X).

Les étudiants doivent savoir calculer rapidement la fonction
génératrice d’une variable aléatoire de Bernoulli, binomiale,
géométrique, de Poisson.

Questions de cours :

Lemme d’Abel

E anz” et E na,z" ont méme rayon de convergence

Une fonction définie par une série entiere est de classe ¥°° sur Iintervalle ouvert de convergence

DSE de z — arcsin(x)
Tout ce qui vous parait intéressant
Un exercice de la banque CCINP (cf td 16 et 17)

16 janvier 2025



