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Suites et séries de fonctions

Reprise du programme précédent

Dénombrabilité, famille sommable

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec IN.
Un ensemble est fini ou dénombrable si et seulement s’il est en
bijection avec une partie de IN.

Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est
dénombrable. Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis
ou dénombrables est finie ou dénombrable.

L’ensemble IR n’est pas dénombrable.

Les parties infinies de IN sont dénombrables.
Un tel ensemble est dit au plus dénombrable.

Les démonstrations ne sont pas exigibles.

Les ensembles IN? (p € IN™), Z et Q sont dénombrables. Le support
d’une famille sommable de nombres complexes est dénombrable.
La démonstration n’est pas exigible.

e) Familles sommables de nombres réels positifs

Convention de calcul et relation d’ordre dans [0, +oc]. Borne
supérieure dans [0, +o0].

Somme d’une famille (u;);er d’éléments de [0,+oo], définie
comme borne supérieure dans [0, +oo] de I’ensemble des sommes
Z u; quand F' décrit ’ensemble des parties finies de I.

i€F

La famille (u;);er d’éléments de IRT est dite sommable si Z u; <
i€l

+o0.

Opérations : somme, multiplication par un réel positif.

Théoréme de sommation par paquets : si I est réunion disjointe

des I; pour j € J et si (uj)ier est & valeurs dans R, alors

S (X w) =S

JEJT NEL; i€l

Cas ou I est un produit : théoréme de Fubini positif.

La somme est notée Z W
i€l
Cas ol I est fini, ot I = IN (lien avec les séries). On note
oo
Z un = 400 si la série Zu" d’éléments de IRT diverge.
n=0
Invariance de la somme par permutation.

On souligne que les calculs sont justifiés par la seule positivité et
qu’ils fournissent un moyen d’étudier la sommabilité.

La démonstration est hors programme.

f) Familles sommables de nombres complexes

La famille (u;);er de CT est dite sommable si Z |u;| < 4o00.
i€l

Somme d’une famille sommable de nombres complexes.

Soit (ui)i;er une famille de nombres complexes et soit (v;) une
famille sommable de réels positifs vérifiant, pour tout ¢ € I, |u;| <
v;. Alors (u;);cr est sommable.

Linéarité de la somme.

Théoréme de sommation par paquets : si I est réunion disjointe

> ) =

des I pour j € J, si (u;)icr est sommable, alors Z(
i€1j

JjEJ
S un
i€l
Cas ou I est un produit : théoreme de Fubini.
Si (ai)ier et (byr);/ ¢y sont sommables alors (a;b;r)(; iyerx i’ est
sommable et

Z (libi/ = Zai X Z bi"

(i,i")erxr’ i€l iler’

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

Notation £*(T).

Pour I = IN, lien avec les séries.

Sommabilité d’une sous-famille d’une famille sommable.

Si (ai)icr est sommable et si e € IRT*, il existe une partie finie

F de I telle que ‘Z a; — Z a;

= i€EF
Invariance de la somme par permutation.

<e.

La démonstration est hors programme.

Extension, sans rédaction de la démonstration, au produit d’un
nombre fini de familles sommables.

On retrouve le fait que ’exponentielle complexe est un morphisme

de (C, +) dans (C*, x).

Questions de cours :
— un exercice de la banque CCINP (cf TD 10)
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