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Suites et séries de fonctions

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d’une suite de fonctions. Convergence uniforme. La
convergence uniforme entraine la convergence simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en termes de norme.

b) Continuité, double limite

Si les u, sont continues en a et si (u,) converge uniformément vers u
sur A, alors u est continue en a. En particulier, toute limite uniforme de
fonctions continues sur A est continue sur A.

Théoréme de la double limite : soit (u,) une suite de fonctions de A dans
F convergeant uniformément vers u sur A, et soit a un point adhérent a
A si, pour tout n, w, admet une limite ¢,, en a, alors (¢,,) admet une
limite £ et u(z) — 2.

z—a

Le théoreme s’applique dans le cas ou I’hypothese de convergence uniforme
est satisfaite de fagon locale, en particulier sur tout segment. En pratique,
on vérifie la convergence uniforme sur des intervalles adaptés a la situation.
La démonstration est hors programme.

Adaptation, si A C IR, aux cas ol a = 400 et a = —oo.

c) Intégration d’une limite uniforme sur un segment

Soit (us) une suite de fonctions continues définies sur un intervalle I de
IR et & valeurs dans F', @ un point de I. On suppose que (u,) converge
uniformément sur tout segment de I vers une fonction u. Pour n € IN et

x € I soit
Unte) = [Tune U@ = [Tu
a a

Alors (U,,) converge uniformément vers U sur tout segment de I.

En particulier, si (u,) converge uniformément vers u sur le segment [a, b],

b b
alors : / Uy —> / u.
a a

d) Dérivation d’une suite de fonctions

Soit (uy) une suite de fonctions de classe CT sur un intervalle I de R, a
valeurs dans F. Si (u,) converge simplement sur I vers une fonction u, et
si (u!,) converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction v,
alors (u,) converge uniformément vers u sur tout segment de I, u est de
classe C! sur I et v’ = v.

Extension aux suites de fonctions de classe Ck7 sous I’hypothése de conver-
gence simple de (ug)) pour 0 < j < k — 1 et de convergence uniforme sur
tout segment de (ul)).

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u;L) sur des intervalles
adaptés a la situation.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (qu)) sur des intervalles
adaptés a la situation.

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.

Une série de fonctions converge uniformément si et seulement si elle
converge simplement et si la suite de ses restes converge uniformément
vers 0.

Adaptation des résultats des paragraphes précédents au cas des séries de
fonctions.

Convergence normale d’une série de fonctions. La convergence normale
implique la convergence uniforme.

La convergence normale implique la convergence absolue en tout point.

f) Convergence dominée

Théoreéme de convergence dominée : soit (f,) une suite de fonctions conti-
nues par morceaux de I dans K convergeant simplement sur I vers une
fonction f continue par morceaux et telle qu’il existe une fonction ¢ posi-
tive intégrable sur I vérifiant |f,| < ¢ pour tout n. Alors : [, fr, — [} f.

Extension au cas d’une famille & parameétre réel (fa)aecs ou J est un
intervalle de IR.

La démonstration est hors programme.

g) Intégration terme a terme

Si (frn) est une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables
sur I, & valeurs dans IRT, telle que la série Z fn converge simplement et

que sa somme soit continue par morceaux sur I, alors, dans [0, +o0],

/1( io /f,,L(t) .

n=0"1
Si (fn) est une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables

+oo

fn (t)) d =
0

n=

sur I, a valeurs dans K, telle que la série E fn converge simplement et
que sa somme soit continue par morceaux sur I et telle que

+oo
;)/ |fn(8)] & < oo,

+o0
alors z fn est intégrable sur I et [, S ) d =34 0K 2

n=0

La démonstration est hors programme.
+oo
En particulier, 'intégrabilité de Z fn sur I équivaut a

n=0

“+oo
;/Ifn(t) & < 4o0.

La démonstration est hors programme. On met en évidence le parallélisme
de cet énoncé et du précédent avec ceux issus de la théorie des familles
sommables.

On présente des exemples sur lesquels cet énoncé ne s’applique pas, mais
dans lesquels ’intégration terme & terme peut étre justifiée par le théoréme
de convergence dominée pour les sommes partielles.

Questions de cours :

— Le convergence normale implique la convergence uniforme
— Transmission de 1 continuité via la convergence uniforme

— Intégration d’une limite uniforme sur un segment
— Tout ce qui vous parait intéressant
— un exercice de la banque CCINP (cf TD 10)

28 novembre 2024




