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Reprise du programme précédent

Réduction des endomorphismes

Reprise du programme précédent et on ajoute :

d) Endomorphismes et matrices carrées diagonalisables

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie est
dit diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice
est diagonale.

Pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable, il faut et il suffit
que la somme de ses sous-espaces propres soit égale a E.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est semblable &
une matrice diagonale.

Cas d’un endomorphisme d’un espace de dimension n admettant
n valeurs propres distinctes.

Pour qu’un endomorphisme w soit diagonalisable, il faut et il suf-
fit que X, soit scindé et que, pour toute valeur propre de u, la
dimension de l’espace propre associé soit égale & sa multiplicité.

Une telle base est constituée de vecteurs propres.
Cas des projecteurs, des symétries.

Caractérisation par la somme des dimensions des sous-espaces
propres.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

Dans les exercices pratiques, on se limite a n =2 ou n = 3.
Traduction matricielle.

Traduction matricielle.
Cas ol x, est scindé & racines simples.

e) Endomorphismes et matrices carrées trigonalisables

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie est
dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice
est triangulaire.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est semblable a
une matrice triangulaire.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son po-
lynéme caractéristique est scindé.

Interprétation géométrique.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

La pratique de la trigonalisation n’est pas un objectif du pro-
gramme.

Traduction matricielle.

Expression & laide des valeurs propres de la trace et du
déterminant d’un endomorphisme trigonalisable, d’une matrice
trigonalisable.

f) Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes

Endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension
finie, matrice nilpotente.

Un endomorphisme est nilpotent si et seulement s’il est trigonali-
sable avec pour seule valeur propre 0.

L’indice de nilpotence est majoré par la dimension de E.

Caractérisation des endomorphismes nilpotents et des matrices
nilpotentes par le polynéme caractéristique.

i) Polynémes annulateurs et réduction

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il annule
un polynéme simplement scindé, ou encore si et seulement si son
polynoéme minimal est simplement scindé.

Polynéme minimal d’un endomorphisme induit. Diagonalisabi-
lité d’un endomorphisme induit par un endomorphisme diagona-
lisable.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement s’il annule
un polynéme scindé, ou encore si et seulement si son polynéme
minimal est scindé.

Traduction matricielle.

Traduction matricielle.

j) Théoréme de Cayley-Hamilton et sous-espaces caractéristiques

Théoréeme de Cayley-Hamilton.

Sous-espaces caractéristiques d’un endomorphisme & polynéme ca-
ractéristique scindé; E est somme directe des sous-espaces ca-
ractéristiques de wu.

Traduction matricielle de cette décomposition : similitude & une
matrice diagonale par blocs, chaque bloc diagonal étant triangu-
laire et & termes diagonaux égaux.

La démonstration n’est pas exigible.
Dimension d’un sous-espace caractéristique.

Questions de cours ou exercices de début de colle :

— Lemme de décomposition des noyaux

— wu est diagonalisable si et seulement si E est la somme des sous espaces propres
— u est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples

— Tout ce qui vous parait intéressant.
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