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Reprise du programme précédent sur a topologie des espaces vectoriels normés
On ajoute

Continuité
e) Étude locale d’une application, continuité
Limite en un point adhérent à une partie A.
Caractérisation séquentielle.

Extensions : limite de f(x) lorsque ‖x‖ tend vers +∞, limite de
f(x) quand x tend vers +∞ ou −∞ lorsque A est une partie de
IR, limite infinie en a adhérent à A pour une fonction réelle.

Cas d’une application à valeurs dans un produit fini d’espaces
vectoriels normés.
Opérations algébriques sur les limites. Limite d’une composée.
Continuité en un point. Caractérisation séquentielle.
Opérations algébriques sur les applications continues. Composi-
tion de deux applications continues.

Deux applications continues qui cöıncident sur une partie dense
sont égales.

Image réciproque d’un ouvert, d’un fermé par une application
continue.
Applications uniformément continues, applications lipschit-
ziennes.

Caractère 1-lipschitzien de l’application x 7→ d(x,A) où A est une
partie non vide de E.

f) Applications linéaires et multilinéaires continues
Critère de continuité d’une application linéaire entre deux espaces
normés : u ∈ L(E,F ) est continue si et seulement s’il existe C ∈
IR+ tel que

∀x ∈ E, ‖u(x)‖ 6 C‖x‖.

Notation Lc(E,F ).

Norme subordonnée (ou norme d’opérateur) d’une application
linéaire continue.

Notations |‖u‖|, ‖u‖op. La norme d’opérateur est une norme sur
Lc(E,F ). Sous-multiplicativité de la norme d’opérateur.
Adaptation aux matrices.

Critère de continuité des applications multilinéaires. La démonstration n’est pas exigible.

h) Applications continues sur une partie compacte
Image continue d’une partie compacte.
Théorème de Heine.
Théorème des bornes atteintes pour une application numérique
définie et continue sur un compact non vide.

On souligne l’importance de la compacité dans les problèmes d’op-
timisation, notamment en mettant en évidence des situations où
l’on prouve l’existence d’un extremum à l’aide d’une restriction à
un compact.

Questions de cours :
– Caractérisation séquentielle de la continuité
– Théorème de Heine
– L’image d’un compact par une application continue
– Continuité des applications linéaires
– toute question intéressante
– ou un exercice de la banque CCINP (cf fichier TD04)
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