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I Généralités

1)

Définitions

Définition I -1 :

Une série entiere d’une variable complexe est une série de fonctions de la forme z — a,z", avec
n € IN.

La série est alors notée ) a,2", z étant la variable complexe.

Définition I - 2 : Opérations

On définit les opérations suivantes sur les séries entieres :

1) laddition :
Z an.z2" + Z ap. 2" = Z (an + a},) 2"

2) le produit extérieur (par un nombre complexe)

A Z Gp.2" = Z Aay. 2"

3) le produit : on utilise alors le produit de Cauchy (qu’on appelle aussi produit de convolution)
(Z an.z”) (Z a%.z”) = Z Cn.2"

n
!/
avec ¢, = E a;.Qy,_;
i=0

Théoreme I - 1 : Lemme d’Abel *
Soit zp € C, non nul, si la suite (ayz{) est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel que

|z| < |20/, la série E anz" est absolument convergente.

a. Niels Henrik Abel (5 aofit 1802 & Frindoé pres de Stavanger - 6 avril 1829, a Christiana, auj. Oslo) est un
mathématicien norvégien. Il est connu pour ses travaux en analyse mathématique sur la semi-convergence des
séries numériques, des suites et séries de fonctions, les critéres de convergence d’intégrale généralisée, sur la notion
d’intégrale elliptique ; en algebre, sur la résolution des équations.

Définition I - 3 : Rayon de convergence
Soit ) a,z" une série entiere d’une variable complexe ou réelle. Son rayon de convergence est
alors

R=sup{re Ry, / (anr"),cn est bornée}

Définition I - 4 : Disque ouvert de convergence
Soit Y a,2" une série entiere de rayon de convergence R non nul. On appelle disque ouvert de
convergence ’ensemble

Dr={zeC /| |z/<R}
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Définition I - 5 : Intervalle ouvert de convergence
Soit Y an,x™ une série entiere réelle de rayon de convergence R non nul. On appelle intervalle
ouvert de convergence l'intervalle | — R, R].

Théoréme I - 2 :
La série entiere Z an 2", de rayon convergence R non nul, est absolument convergente pour tout
z € Dg.

Elle est grossierement divergente si |z| > R.

Calculs du rayon de convergence

Théoreme I - 3 :
Soit Y a,2z™ une série entiere d’une variable complexe ou réelle. Son rayon de convergence est
alors défini par 'une des valeurs suivantes :

a) sup{|z|,z€C / > |an||z"| converge }
b) sup {|z],2€ C / > a,z" converge }
c) sup{|z[,2€C / (anz"),cn est bornée}

d) sup{|z|,zE(C / lim (anzn)zo}

n—-+o0o

Proposition I - 1 : Comparaison
Soit Z a,z" et Z b, z" deux séries entieres de rayons respectifs R, et Rp.
Si a, = O(by), en particulier si a,, = o(by,), alors R, > Ry.

Si a, ~ by, alors R, = Ry,.

Proposition I - 2 :

Soit « € IR, le rayon de convergence de la série entiere Zno‘z" est égal a 1.

Proposition I - 3 :

Soit (an)ne]N une suite complexe. Les séries entiéres g anz" et g napz" ont méme rayon de
convergence.

Théoreme I - 4 : Méthode pratique par la régle de D’Alembert
soit »_ a, 2™ une série entiere d’une variable complexe ou réelle.
Si on a l’existence de la limite suivante

Gn+41
an

lim =/
n—-+0o

1
alors son le rayon de convergence est 7 sil#0,+oosil=0et0sil=4o00.
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Exemple I -1 :

Exercice 20 banque CCINP
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiere de la variable complexe.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes :

2
(a) ) E;?)!ZQ"H.

Opérations

Proposition I - 4 : Somme
Soient > a,z" et Y. b,z" deux séries entieres de rayons de convergences respectifs Ry et Ra.
La série > (ap + by) 2™ a un rayon de convergence R qui vérifie

SiR1 75 RQ R:inf(Rl,Rz)
siRi, = Ry RZinf(Rl,Rg)

Proposition I - 5 :
Soit A € C*. Le rayon de convergence de > Aa,z" est le méme que celui de > a,z"

Proposition I - 6 : Produit
Le rayon de convergence r du produit de Cauchy de deux séries entieres de rayon de convergence
respectif Ry et Rg vérifie R > inf (Ry, R2)

propriétés

Continuité

Théoreme IT -1 :
Si la série entiere a un rayon de convergence non nul R, elle est normalement convergente sur
tout compact du disque ouvert de convergence.

En particulier elle est normalement convergente sur tout disque fermé de centre 0 contenu dans
le disque ouvert de convergence.

Proposition II - 1 : Continuité
La fonction définie par la série entiere est continue sur le disque ouvert de convergence.
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2) Cas des séries entiéres réelles

Théoreme II - 2 : d’Abel radial
Soit Zana:" une série entiere réelle. Si Zanx" a pour rayon de convergence R € IRY et si

+oo +o0
E a, R" converge, alors E anpT" — anR™.
r— R~

Théoréme II - 3 : Intégration
Soit Y a,z™ une série entiere d’une variable réelle de rayon de convergence r > 0.
On a alors, pour tout = tel que |z| < r

/w <+oo ) +00 g +00 a
S antt |t =" [antrar =y ot
0 n=0 n=00 n=0 n+l

Proposition II - 2 : Primitive

Soit f une fonction définie par une série entiére g anxz” de rayon de convergence R > 0. Toute
primitive de f est définie par une série entiere de méme rayon de convergence.

Proposition II - 3 : Dérivation

Toute fonction f définie par une série entiere E anx™ de rayon de convergence R > 0 est de
clagsse € sur son disque ouvert de convergence.
De plus on a, pour tout x dans le disque ouvert de convergence,

(k) - k= (4 k) n
n=~k n=0
Autrement dit on a, pour tout n € IN a,, = 2D" (f) (0)
Corollaire IT - 1 : Unicité
+o0o +o0
Si les fonctions = +— Zanx" et z — anx” coincident sur un intervalle |0, a] avec a > 0,
n=0 n=0

alors, pour tout n € IN, a,, = b,.

IIT Fonction développable en série entiere.
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Généralité

Définition III - 1 : Fonction développable en série entiere
Soit f une fonction d’une variable réelle est dite développable en série entiere sur |—r, 7| , si il
existe une série entiere ) a,z™ de rayon de convergence R > r telle que pour tout x € |—r, 7]

+oo
f(z)= Z an.z"
n=0

Proposition IIT -1 :
Une fonction développable en série entiere est infiniment dérivable sur un voisinage de 0.

Définition III - 2 : Série de Taylor
On appelle série de Taylor d’une fonction f de classe €°° sur un voisinage de 0, la série entiere

() (o N
>0,

n

Théoreme IIT -1 :
Si une fonction f est développable en série entiere alors elle de classe ¥°° au voisinage de 0 et
est égale, sur ce voisinage, a sa série de Taylor.

Développements usuels et méthodes
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