Topologie des espaces vectoriels normés

MP Lycée Clemenceau
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Normes MP 2024-2025

I Normes

1) Définitions

Définition I - 1 : Norme

Soit F un K-espace vectoriel, on appelle norme sur E toute application ¢ de E dans IR, vérifiant :
a) Vxe E ¢(x) =0« x =0 (axiome de séparation)

b) V(z,A\) e Ex K ¢ (A\x)=|A¢(x) (axiome d’homogénéité)

c) V(z,y) € B2 ¢(x+y) <p(x)+ ¢ (y) (indgalité triangulaire)

Propriété I - 1 : Inégalité triangulaire :

Si ¢ est une norme sur E alors on a :

V(z,y) € B* o) —e)|<elz—y)

et donc
V(z,y) € B> o) —eo@)|<olz+y) <o) +eoy)

Notation :

On note usuellement une norme |||

Définition I - 2 : Espace vectoriel normé

Un espace vectoriel muni d’une norme est dit normé.
On note donc (E, || ||) pour désigné un espace vectoriel muni de la norme | ||.

Définition I - 3 : Vecteur unitaire

Dans un espace vectoriel normé (E, || ||), on appelle vecteur unitaire tout vecteur u de E tel que |Ju|| =1

Définition I - 4 : Norme produit

Soit ((E;, N;)) ieq1,,) une famille d’espaces vectoriels normés, définis sur un méme corps.
On appelle norme produit sur Fy X Fs X --- X E,. Iapplication
N: EixFEyx---xE, —» R"
(Ti)iem > sup {Ni(z;) /i € [1,7]}

Définition I - 5 : Distance sur un espace vectoriel

Soit E un K espace vectoriel. On appelle distance sur E toute application de E? dans IR vérifiant
V(z,y) € B*, d(z,y) =0 & z=y

V(z,y) € E?, d(z,y) = d(y,x)
V(z,y,2) € B*, d(z,2) < d(z,y)+d(y,2)
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Définition I - 6 : Distance associée & un norme

Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé, 'application d définie par

d: E? - T
(x,y) = d(z,y) =z —yl

est une distance sur F, appelée distance associée & la norme || ||

Définition I - 7 : Boules et sphére

Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé, on appelle
— boule ouverte de centre a € E et de rayon r € IR’ I'ensemble

B(a,r)={x€E /| J|a—=z|<r}
— boule fermée de centre a € E et de rayon € IR" 'ensemble
By (a,r)=B(a,r)={xz€E | Ja—z|<r}

— sphere de centre a € F et de rayon 7 € IR" 'ensemble

S(a,r)={zck [ |z—a|=r}

Définition I - 8 : Segment

Soient z et y deux vecteurs distincts de E, espace vectoriel réel, on appelle segment [z, y] 'ensemble

[z,y]={z€ E /3N [0,1],z2=(1—-XN)z+ Ay}

Définition I - 9 : Partie convexe

Soit A une partie non vide de F.
On dit que A est une partie convexe de E si pour tout (x,y) € A2, le segment [z,y] est inclus dans A.

Proposition I - 1 : Convexité
Une boule (ouverte ou fermée) d’un espace vectoriel normé E est convexe.

Définition I - 10 : Partie bornée
Une partie A de E est dite bornée si: IM € RT™ / Vre A llz|| < M

Proposition I - 2 :

— Toute sous partie d’une partie borné est bornée
— Toute réunion finie de parties bornées est une partie bornée.
— Toute intersection de parties bornées est une partie bornée.

Définition I - 11 : Application bornée
Une application f d’un ensemble X (non vide) & valeurs dans E est dite bornée si 'ensemble f(X) est
une partie bornée de F.
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2) Normes usuelles
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3) Suites dans un espace vectoriel normé

Définition I - 12 :
Soit (E, || [|) un espace vectoriel normé. On considere une suite d’éléments de E, (2,,)cp - On dit que
cette suite est :

— bornée 'l exsite M € IRT tel que pour tout entier n

on| < M
— convergente s’il existe £ € E tel que
Ve > 0,3ng € IN tel que Vn > ng, ||[{ — x| <

Ce qui revient a dire que la suite (2,),cp converge vers £ si et seulement si la suite réelle
(1€ = zn]) ey converge vers 0
— divergente si elle n’est pas convergente.

Proposition I - 3 :

— Si une suite converge, alors sa limite est unique

— Toute suite convergente est bornée.

— L’ensemble des suites convergentes est un espace vectoriel et ’application qui, a la suite, associe
sa limite est linéaire.

Proposition I - 4 : Suite a valeurs dans un produit fini d’espaces vectoriels normés. -
Soit (Ek, || ll), c1,p) me famille finie d’espaces vectoriels normés. On considére une suite U = (Un)pen
d’éléments de F = E; X ... X Ep,.

Pour n € IN on pose u, = (Z1,n,..,Zpn). On a alors, la suite U est une suite convergente de £ si et
seulement si pour tout i € [1,p[, la suite (2;,), . €st convergente.

De plus, dans le cas de la convergence, on a lim wu, = lim z,,.., lim z,, ).
n—+oo n—-+oo ’ n—-+oo ’

Rappels

Définition I - 13 : Suites extraites
Soit U = (un), c une suite d’éléments d'un espace vectoriel normé. Une suite (v,), o est une suite
extraite de U s’il existe une application ¢ de IN dans IN strictement croissante telle que pour tout n € IN,
Un = Up(n)-

Définition I - 14 : Valeur d’adhérence
On appelle valeur d’adhérence d'une suite (uy),, o tout élément = € E tel qu’il existe une suite extraite
convergeant vers cet élément.

Propriété I - 2 :
Une suite ayant au moins deux valeurs d’adhérence diverge.
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4)

Comparaison de normes

PropositionI - 5 :
Soit N et N’ deux normes définies sur un méme espace vectoriel.

Toute suite convergeant au sens de N converge aussi au sens de N’ si et seulement si il existe o € IR,
tel que N’ < aN

Définition I - 15 : Normes équivalentes
Soient N7 et Ny deux normes définies sur un méme espace vectoriel. On dit que ces normes sont
équivalentes s'il existe un couple (a, 3) € IR**? tel que

Ve e B aNy () < Ny (x) < BN (x)

Propriété I - 3 :
Si deux normes sont équivalentes alors toute suite bornée pour une norme est bornée pour 'autre.

IT
1)

PropositionI - 6 :
Deux normes sont équivalentes si et seulement si toute suite convergente pour I'une est convergente pour
lautre.

Topologie
Généralités
Dans toute la suite de ce paragraphe (E, ||||) est un espace vectoriel normé dont la norme est fixée.

Définition IT - 1 : Partie ouverte
On appelle partie ouverte, ou encore plus souvent ouvert de E, toute partie A de E qui est soit vide, soit
non vide et telle que, pour tout a € A, il existe 7 € IR}, tel que B(a,r) C A.

Exemple IT - 1 :
Une boule ouverte est un ouvert.

Propriété 11 - 1 :
Un produit fini d’ouverts est un ouvert.

Définition II - 2 : Voisinage d’un point a
On appelle voisinage d’un élément a € E toute partie de F contenant une boule ouverte centrée en a.
L’ensemble des voisinages de a est souvent noté ¥ (a).

Définition IT - 3 : Partie fermée

Une partie fermée, appelée encore fermé de F, est une partie de E' dont le complémentaire est un ouvert
de E




y
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Propriété IT - 2 : Fondamentale : Réunion et intersection d’ouverts et fermés

i) La réunion quelconques d’ouverts est un ouvert
ii) L’intersection quelconque de fermés est un fermé
iii) L’intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert

iv) L’union de deux fermés est un fermé

Définition II - 4 : Point adhérent 4 une partie
Soit A une partie non vide de E, un élément a de E est dit adhérent a A si pour tout r € IR’ on a
B(a,r)N A #£ 0.

L’ensemble des points d’adhérence de A est appelé adhérence de A et noté A.

Proposition IT - 1 : Caractérisation d’un fermé
Une partie non vide A est un fermé si et seulement si tout point adhérent de A est un point de A.

Proposition IT - 2 : Caractérisation d’un point adhérent
Soit A une partie non vide de A. Un point zo de E est adhérent a A si et seulement si, il existe une suite
d’éléments de A convergente vers xg.

Corollaire IT - 1 : Caractérisation d’un fermé
A est un fermé si et seulemet si toute suite d’éléments de A convergente, converge dans A

Définition IT - 5 : Partie dense —
Une partie non vide A de E est dense dans E si A = F.

Définition IT - 6 : Point intérieur et intérieur d’une partie
Soit A une partie de E. Un élément a de E est appelé point intérieur de A s'il existe r € IR} tel que
B(a,r) C A.

L’ensemble des points intérieur de A est appelé intérieur de A et noté A.

Définition IT - 7 : Frontiére
Soit A une partie de E. On appelle frontiere de A l'ensemble des points adhérents a A et & son
complémentaire, ou encore Fr(A) = A\ A.

Propriété IT - 3 : Topologie et normes équivalentes
Si N et N’ sont deux normes équivalentes de E alors les définitions topologiques selon les normes sont
équivalentes.
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Définition IT - 8 : Topologie relative
Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de A.
— On appelle ouvert relatif de A toute partie U de A telle que

VoeU Tr>0VacAfa-b|<r=aclU

— On appelle fermé relatif de A toute partie de A telle que A\ B est un ouvert relatif de A.
— Soit a € A, on dit que B, partie de A, est un voisinage relatif de a dans A si

Ir>0Vae A |la—b|<r=a€B

Propriété 11 - 4 :
Une partie U de A est un ouvert relatif si U est voisinage relatif de chacun de ses points.

Propriété II - 5 :
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de A.
— U est un ouvert relatif de A si et seulement si il existe V' un ouvert de E tel que U = ANV
— U est un fermé relatif de A si et seulement si il existe V un fermé de F tel que U = ANV

2) Parties compacts

Définition IT - 9 : Séquentielle d’une partie compacte
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie non vide A est une partie compact de E si toute suite
d’éléments de A admet au moins une valeur d’adhérence dans A.

Propriété II - 6 :
Tout compact de F est une partie fermée et bornée.

Proposition IT - 3 :
Toute sous partie fermée d’'un compact est un compact.

Proposition IT - 4 :
Un fermé relatif d’une partie compacte est compact.

Théoréme II - 1 : Suite dans un compact
Une suite d’éléments d’un compact converge si et seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Proposition IT - 5 : Produit de compacts
Soit (F, | ||k)ke[[1 ») une famille finie d’espaces vectoriels normés. Si (Ck)kefr,p) st une famille de parties
compactes, avec, pour tout k € [1,p], Cx C Ey, alors C; X .. x C}, est une partie compact de l'espace
produit.
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3) Cas de la dimension finie

Théoréme II - 2 : Equivalence des normes
Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors toutes normes sont équivalentes.

Proposition IT - 6 : Compacts
Une partie d’'un espace normé de dimension finie est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Corollaire IT - 2 :
Une suite bornée d’un espace normé de dimension finie converge si et seulement si elle a une unique valeur
d’adhérence.

Proposition IT - 7 :
Un sous-espace de dimension finie d’un espace normé est fermé.

4) Séries

Définition II - 10 : Série absolument convergente
Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé.

Soit Yz, une série d’éléments de E. On dit que la série est absolument convergente si la série E |zl
est convergente.

Théoréme IT - 3 :

Une série absolument convergente d’éléments d’un espace vectoriel normé de dimension finie est conver-
gente.

Propriété 11 - 7 :
L’application N de .#, (K) dans IR" définie par

n
M = (mi;) ;e — igﬁﬁiﬂz [
0 et
est une norme sur ., (K).
De plus celle-ci vérifie :

V(A,B) € 4, (K)> N (AB) < N(A)N(B)

Proposition II - 8 : Exponentielle de matrice

1
Soit A € A, (K), la série Z — A" est convergente.
n

Sa somme est appelée exponentielle de A et notée :

exp(A) = et = — A"
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IIT Etude locale

On considere deux espaces vectoriels normés (E, || ||) et (F, N).

Définition IIT - 1 : Limite en un point
Soit A une partie non vide de E. Soient f une application définie sur A a valeurs dans F' et a un point
adhérent a A.

On dit que f admet une limite en a s’il existe £ € F' tel que, pour tout voisinage V de ¢ il existe un
voisinage U de a tel que pour tout x e U N A, f(x) € V.

On peut aussi dire que I'image réciproque de tout voisinage de £ est un voisinage de a dans AU {a} (c’est
a dire un voisinage relatif & AU {a} de a).

Cela peut encore s’écrire :

Ve>0, Ir>0telque Ve € A ||z —al| <r=N(f(z)—¥¢) <e

Définition ITI - 2 : Généralisation

1) Soit f une application définie sur E & valeurs dans F.
On dit que f admet une limite en U'infini s’il existe £ € F' tel que

Ve>0,3R>0/ |lz|| > R= N (f(zx) —¢) <e

2) Soit f une application définie sur [ag, +00[ (resp. ]|—00, a]) & valeurs dans F'.
On dit que f admet une limite en +oo (resp. —o0) s'il existe £ € F' tel que

Ve>0,dR>0/2z>R(resp. t < R)= N (f(z) —¥) <e

3) Soient f une application définie sur A C F & valeurs dans IR et a un point adhérent a A.
On dit que f admet 400 (resp. —oo) comme limite en a si

VReIR, Ir>0tel que Vx € A ||z —al| <r = f(z) > R (resp. f(z) < R)

Proposition IIT - 1 : Caractérisation séquentielle
Soient f une application de A C E dans F et a € A.

[ admet pour limite £ en a si et seulement si pour toute suite (uy, ), d’éléments de A convergeant vers
a, la suite (f(un)), e converge vers £.

Proposition III - 2 : Application dans un produit fini d’espaces vectoriels normés

Soit ((F3, Ni)) ;e pp une famille finie d’espaces vectoriels normés , on pose F' = F; X .. x Fj, muni de la
norme produit. Soit f une application de A C E dans F. On note f = (fi)z‘e[[l,p]]v avec, pour i € [1,p]
Soit @ € A. f admet une limite en a si et seulement si pour tout i € [1,p], f; admet une limite en a.
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Proposition IIT - 3 : Opérations algébriques sur les limites.
Soient (E, || ||) et (F, N) deux espaces vectoriels normés , A C E.
Soit a € A. On consideére f et g deux applications définies sur A admettant une limite en a. On note £,
et {5 les limites respectives.
On a alors :

e f 4+ g admet une limite en a qui est £; + £s.

e pour A € K, 'application Af admet une limite qui est A/;.

e si f et g sont & valeurs dans K, 'application fg admet une limite qui est £145.
On a donc : I'ensemble des applications de A C E dans F' admettant une limite en a € A est un espace
vectoriel. Si de plus F' = K alors c’est une K-algebre.

Proposition III - 4 : Composées
Soient (E, || |), (F, N) et (G, Ng) trois espaces vectoriels normés .

On considere les applications f de A C E dans F et g de B C F dans GG, composables, c’est-a-dire
f(A) C B.

Soit a € A. On suppose que f admet une limite £ en a.

On a alors que ¢ € B.

Si de plus g admet une limite en ¢ alors 'application g o f admet une limite en a et lim go f = hH}z g-
T—a y—

Définition IIT - 3 : Continuité en a € A
Soit f une application de A C E dans F'. Soit a € A. Si f admet une limite en a alors celle-ci est f(a) et
on dit alors que f est continue en a.

Propriété II1 - 1 : Caractérisation séquentielle
Soient f une application de A C F dans F et a € A.
[ est continue en a si et seulement si pour toute suite (u,), . d’éléments de A convergeant vers a, la
suite (f(un)),cn converge vers f(a).

Propriété IIT - 2 : Espace des applications continues en a.
L’ensemble des applications définies sur A continues en a est un K-espace vectoriel.
Si 'espace d’arrivé est K alors c’est une K algebre.

Propriété I11 - 3 : Composée
Soient deux applications f et g composables. Si f est continue en a et g est continue en f(a) alors g o f
est continue en a.
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IV Etude globale

1)

Généralités

Proposition IV -1 :
Soit A un ensemble non vide et (F, || ||) un espace vectoriel normé, l'ensemble des applications bornées
de A dans F' est un sous espace vectoriel de F'4 et I’application No, : f — sup4 || f|| est une norme sur

B(A,F)

Définition IV - 1 : Continuité sur A
On dit qu'une application définie sur A est continue si elle est continue en tout point de A.

Propriété IV - 1 : Espace des applications continues
L’ensemble des applications définies sur A continues est un K-espace vectoriel.

Propriété IV - 2 : Composée
Soient deux applications f : A — F et g : B — G composables. Si f et g sont continue alors g o f est
continue sur A.

Proposition IV - 2 : Applications a valeurs dans K
L’ensemble des fonctions continues a valeurs réelles ou complexes est une algebre.

Proposition IV - 3 : Densité
Soient f: BC E — F et g: BCE — F deux applications continues. S’il existe A C B tel que les deux
applications sont identiques sur A et tel que A soit dense dans B, alors f et g sont identiques sur B.

Proposition IV - 4 : Ouvert et fermé
Soit f une application continue de E dans F. On a alors

a) L’image réciproque d’un ouvert de F' est un ouvert de E

b) L’image réciproque d’un fermé de F' est un fermé de FE

Définition IV - 2 : Uniforme continuité

Soit f une application définie sur A C F & valeurs dans F. On dit que f est uniformément continue sur
A si

Ve > 030 >0 tel que V(z,y) € A% lz—ylz<d=|f(z)— fW)lp<e

Définition IV - 3 : Applications lipschitzienne
Soit f: ACE — F et kelR).Ondit que f est k-lipschitzienne si

V(,y) € A2 |[f(@) = fW)llp <klz—ylg
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Propriété IV - 3 : Uniforme continuité et application lipschitzienne
Les applications lipschitziennes sont uniformément continues.

Théoreme IV - 1 : de Heine
Les applications continues sur un compact sont uniformément continues

Théoréme IV - 2 :
Soit f une application continue de A C E dans F. Pour tout compact inclus dans A, I'image de ce compact
est un compact de F.

Proposition IV - 5 : Application : existence des extréma pour une fonction a valeurs réelles.

Si f est une fonction continue définie sur un compact K de E a valeurs réelles, alors f(K) est
un compact de la droite réelle. C’est a dire que f est bornée et atteint ses bornes.

Cas particulier : les applications linéaires

Théoréme IV - 3 :
Soit f € Z(E,F).
On a équivalence entre les assertions suivantes :

a) f est continue
b
¢
d
e

f

f est continue en 0

f est bornée sur B (0,1)

Jdk € IR tel que, pour tout x € E, ||f (z)| < k. ||zl
f est lipschitzienne.

f est uniformément continue

)
)
)
)
)
)

Notation :
L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F' est noté Z.(E, F)

Proposition IV - 6 :
Soit E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit f € Z.(F, F'). On pose

I} = mf{C e Ry /ve e B [|f(2)|p < Cllzllg}

On a alors

IIf (@)l 1f (@)l
Ilfll = sup el E = sup |f(x)llp= sup 7|F
lzlgzo 1Zlg  je)p=1 lzlp<t 12lg

De plus
Vee B |[|f(@)llp <IIfIH=lg
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Théoréme IV - 4 : Norme subordonnée
Soit F et F' deux espaces vectoriels normés.

L’application définie sur Z.(E, F') qui, & f, associe || f]|| est une norme sur Z.(E, F).
Cette norme est sous multiplicative : pour E, F' et G trois espaces vectoriels normés

Vfe Z(E,F),vge Z(F.G) lgofll <Ilglll

Théoréme IV - 5 : Applications multilinéaires
Soit £ = Fy x ... I, un espace vectoriel produit d’espaces vectoriels normés.

Soit u une application p linaire de E.

u est continue si et seulement si il existe C' € IR, tel que pour tout (x1,...,z,) € E,
[u(zy, 22, o mp) || < Kl {2l - [lzp ]l

V Connexité

Définition V - 1 : Chemin entre deux points
Soit a et b deux éléments de E. On appelle chemin continu joignant a et b 'image de toute application
continue f de [0, 1] telle que f(0) = a et f(1) =b.

On dit que c’est un chemin de A (partie de F contenant a et b) si son image est dans A.

Propriété V - 1 : Relation d’équivalence
La relation binaire définie par aRb < il existe un chemin continu joignant a a b >, est une relation
d’équivalence sur E.

Si A est une partie de FE, il en va de méme pour la relation donnée par les chemins continus de A. Les
classes d’équivalence pour cette relation sont appelées composantes connexes par arcs de A.

Définition V - 2 : Partie connexe par arcs
Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que A est connexe par arcs si, pour
tout couple (a,b) de points de A, il existe un chemin continu dans A joignant a & b, c’est-a-dire si A est
I'unique composante connexe par arcs de A.

Exemple V -1 :
Les parties convexes et les parties étoilées sont connexes par arcs.

Proposition V - 1 : Parties connexes par arcs de IR
Les parties connexes par arcs de IR sont les intervalles

Proposition V - 2 : Image par une application continue
L’image par une application continue d’un connexe par arcs est connexe par arcs

Théoréme V - 1 : des valeurs intermédiaires
Soit f: A C E — IR, avec A une partie connexe par arcs.
Soit (a,b) € A%, avec f(a) < f(b), alors :

VA € [f(a), f(b)], Jc € A tel que f(c) = A.
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VI Dimension finie

Théoréeme VI - 1 : Equivalence des normes
Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Théoréme VI - 2 : Dimension finie
Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors toute application linéaire de E vers un espace vectoriel
normé est continue.

Proposition VI - 1 : Coordonnées
Une application de F dans F' admet une limite (pas infinie ici) si et seulement si les applications coor-
données dans une base de F' admettent des limites finies

Proposition VI - 2 : Applications multilinéaires
Soit (Ei)iG[[l m] Une famille d’espaces vectoriels de dimensions finies. Toute application m-linéaire de

E; x Es.. X E,;, dans F' (espace vectoriel de dimension finie) est continue.

De plus : pour toute f m-linéaire de (E;);c[; ,,,y dans F

CEeRL, Vo= (i)iepm  IF@I<Cllaly - lzml,,

Corollaire VI - 1 : Applications polynomiales
Toute application polynomiale est continue.
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