Intégrale sur un intervalle quelconque
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Intégrale sur [a, 00| MP 2024-2025

I Intégrale sur [a,+o0]

1)

2)

Intégrale généralisée

Définition I - 1 : Fonctions continues par morceaux sur [

Soit I un intervalle de IR quelconque. On considere f définie sur I & valeurs dans K.
On dit que f est continue par morceaux sur I si pour tout segment J inclus dans I, la restriction
de f a J est continue par morceaux.

Définition I - 2 : Intégrale convergente

Soit f une fonction continue par morceaux sur I = [a, +00].

+oo x
On dit que l'intégrale / f est convergente si la fonction qui, a x, associe / f a une limite
finie en +o0. ¢ ‘

+o0 +oo
Si tel est le cas, on note / f cette limite, ou encore / f(t)dt.
a a

Proposition I - 1 : Dérivation

Soit f une fonction continue sur I = [a, +o00].

“+oo
Si l'intégrale / f est convergente alors la fonction F' définie sur [ par :
a

Veel F(a;):/+oof

est correctement définie et de classe €' sur I. De plus

Veel F'(z) = —f(x)

Intégrabilité

Définition I - 3 : Fonction intégrable sur [a, 00|
Une fonction f est dite intégrable sur [a, +oo] si elle est continue par morceaux sur [a,+00[ et

+oo
si / | f| converge.
a

Propriété I - 1 :
Soit f une fonction continue par morceaux a valeurs réelles de signe constant.

+oo
L’intégrale / f converge si et seulement si f est intégrable sur [a, +00].
a




3) Fonctions positives MP 2024-2025

Propriété I - 2 : Intégrabilité et convergence de ’intégrale
+00

Si f est intégrable sur [a, +o00[, alors f converge.
a

/a+°°f‘</a+°°f|

De plus on a

3) Fonctions positives

Proposition I - 2 :
Une fonction f continue par morceaux et positive sur I = [a, +00[ est intégrable si et seulement

T
si la fonction x — / f est majorée sur I.
a

Proposition I - 3 :

1
Soit a € IR, la fonction t — o est intégrable sur [1,4o00[ si et seulement si a > 1.

Proposition I - 4 :
Soit a € IR, la fonction = — e~%" est intégrable sur IR+ si et seulement si a > 0.

Proposition I - 5 : Comparaisons
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, +o0o[ & valeurs dans K :
— si 0 < f < g, l'intégrabilité de g sur [a, +oo] implique celle de f;

- si f(x) O (g(x)), l'intégrabilité de g sur [a, +oo[ implique celle de f;

1@, S
- si f(x) ~ g(z), Vintégrabilité de g sur [a, +oo[ équivaut a celle de f;
T—r+00

Corollaire I - 1 : (HP)

Soit a € IR et f une fonction continue par morceaux sur I = [a, +00[, positive.
— si tli+m t*f(t) € IR, avec a > 1 alors f est intégrable sur I
—+00

—si lim tf(¢t) € R\ {0} alors f n’est pas intégrable sur I.
t——+o0

II Intégration sur un intervalle quelconque
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Définitions MP 2024-2025

1)

Définitions

Définition IT - 1 : Intégrale convergente
Soit (a,b) € IR? tel que a < b.
Soit f une fonction continue par morceaux sur I = [a, b].

On dit que l'intégrale / f est convergente si la fonction qui a z associe / f, a une limite finie
en b.

b b
Si tel est le cas, on note / f cette limite, ou encore / f@t)dt
a a

Définition II - 2 : Intégrale convergente
Soit (a,b) € IR x IR tel que a < b.

Soit f une fonction continue par morceaux sur I = Ja, b]. On dit que l'intégrale / f est conver-
gente si la fonction x / f a une limite finie en a.

b b
Si tel est le cas, on note / f cette limite, ou encore / f(t)dt.
a a

Définition IT - 3 : Intégrale convergente
Soit (a,b) € R tel que a < b.

Soit f une fonction continue par morceaux sur I = |a, b[. On dit que l'intégrale / f est conver-

C
gente si, pour ¢ € I les intégrales / f et f sont convergentes. Si tel est le cas on note

/ /f—l—/f,ouencore/f t)dt = /f dt+/f

Proposition II - 1 : Linéarité

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I et A € C. Si les intégrales / f et / g
I I

sont convergentes alors I'intégrale / (f + Ag) est convergente et on a de plus
I

Jusra=[r4x [




2) Fonctions intégrables MP 2024-2025

Proposition II - 2 : Positivité

Soit f une fonction continue par morceaux sur . Si Va € I, f(x) > 0 alors, si l'intégrale / f

I
Lf?o

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux telles Vo € I f(x) < g(x) et si les intégrales

/ f et / g sont convergente, alors

I I
/ f< / g
I I

est convergente,

Théoreme II - 1 : Intégration par parties

Soit I un intervalle de IR et (a,b) € R tel que I = la, b].
Soient f et g deux fonctions de classe €' sur I. On suppose que la fonction fg admet des limites

finies en a et b. Les intégrales / f'g et / fg' sont alors de méme nature et, dans le cas de la
I I

convergence on a :

b b
/fwﬂwﬁzmm/fwmwﬁ

Théoréme II - 2 : Changement de variables
Soit une fonction f continue sur Ja, b[ et une fonction ¢ : |a, [ — |a, b bijective, strictement

b B
croissante et de classe €, les intégrales / f(t)dt et / f (o(u)) ¢’ (u) du sont de méme nature
a [0

et égales en cas de convergence.
Si ¢ est strictement décroissante les intégrales sont encore de méme nature mais on a, en cas de
convergence :

b B
/f@wszwwnwwwu

2) Fonctions intégrables

Définition IT - 4 : Intégrabilité
Soit I un intervalle de IR et f une fonction continue par morceaux définie sur /. On dit que f

est intégrable sur I si l'intégrale / | f| est convergente.
I

On dit alors aussi que I'intégrale / f est absolument convergente.
I

Propriété II - 1 : Intégrabilité et convergence de l’intégrale

Si f est intégrable sur I, alors / f converge.

I
De plus on a 'inégalité suivante, appelée inégalité triangulaire :

Lﬁﬂ<ﬂU|




2)

Fonctions intégrables MP 2024-2025

Proposition II - 3 :

— Une fonction f continue par morceaux et positive sur I = [a, b[ est intégrable si et seulement
T
si la fonction = — f est majorée sur I.

a
— Une fonction f continue par morceaux et positive sur I = ]a,b] est intégrable si et seulement

b
si la fonction z — / f est majorée sur I.
x

Propriété IT - 2 :
La fonction f est intégrable en a (resp. b) si et seulement si t — f(a+t) (resp. t — f(b—1t)) est
intégrable en 0.

Proposition IT - 4 :

1
Soit a € IR, la fonction t — (G est intégrable sur [a,b] si et seulement si o < 1.

La fonction ¢ = ———— est intégrable sur |a,b] si et seulement si o < 1

(t—a)

Proposition IT - 5 : Comparaisons
Soient f et g deux fonctions réelles positives continues par morceaux sur [a, b :
— si 0 < f < g, l'intégrabilité de g sur [a, b] implique celle de f;
— si f(x) O (g(x)), l'intégrabilité de g sur [a, b] implique celle de f;

f(

mib
T) ~ g
X

— si (x), Pintégrabilité de g sur [a, b] équivaut a celle de f;

Propriété 11 - 3 : L' (I,K)
L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I & valeurs dans K, intégrables (sur I) est
un K-espace vectoriel noté £! (I, K).

De plus I'application qui a f associe [ f est linéaire.
I

Proposition II - 6 :

Si f est continue et intégrable sur I , & valeurs dans IR™ et si / f =0, alors f est identiquement
I

nulle.




Intégration des relations de comparaison MP 2024-2025

IITI Intégration des relations de comparaison

Théoréme IIT -1 :

Soit g une fonction continue par morceaux définie sur I = [a, b & valeurs dans IR™.
On considere une fonction f continue par morceaux sur I a valeurs dans K.

1) On suppose que g est intégrable sur I.
a) si f(x) = Ob (g(z)) alors f est intégrable sur I et on a
z—

/: ftydt= 0 </:g(t) dt)

b) si f(z) = o, (g(z)) alors f est intégrable sur I et on a

/:f(t) dt= o </:g(t) dt)

c) si f(x) o~ g(x) alors f est intégrable sur I et on a

/xbf(t) at ~ /:g(t) dt

2) On suppose que l'intégrale f sur I est divergente

a) si f(z) = xgb (g9(x)) alors g n’est pas intégrable sur I et on a

/:f(t) at= 0 (/:g(t) dt>

b) si f(x) = o (g(z)) alors g n’est pas intégrable sur I et on a

r—b
/:f(t) dt= o </;g(t) dt>

(z) alors g n’est pas intégrable sur I et on a

/axf(t) dt ~ /;g(t) dt

¢) si f(a)

r—b g




Résumé MP 2024-2025

IV  Résumé

K:

Pour montrer la convergence d’une intégrale ou ’intégrabilité d’une fonction f: 1 —

— on commence par valider le fait que la fonction est continue par morceaux sur l’'intervalle
d’intégration

—si I =[a,b] il n’y a pas d’étude a faire en a puisque la fonction y est en général, continue

— si I =|a,b] et que f admet une limite finie en a alors 'intégrale est faussement impropre donc
convergente (f est prolongeable par continuité sur le segment [a, b))

— si I = [a,b], resp I =]a, b], on cherche & majorer |f| au voisinage de b, resp de a, par une fonction
intégrable sur un voisinage de b, resp de a.

— si I = [a, b, resp I =]a, b], on cherche un équivalent de | f|, au voisinage de b, resp de a, intégrable
sur un voisinage de b, resp de a.

— on utilise une intégration par parties

— on fait un changement de variable
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