Rappel d’algebre linéaire et compléments
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Notions générales MP 2024-2025

I Notions générales
1) Généralités
a) Définitions

Dans tout le chapitre K désignera un corps commutatif égal a IR, ou C. Cependant les notions peuvent étre
aussi définies avec un corps quelconque.

Définition I - 1 : Espace vectoriel
Soit K un corps commutatif, on dit que E est un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) si E
est un groupe abélien et si E est muni d’une loi de composition externe a opérateurs dans K, ayant les
propriétés suivantes :

{ KxE—=E telle que

A z) = Az

VO, pz) € KExE A+ p).z= o+ px

VA z,y) € Kx E? Alz+y)=Az+ Ay

Y uaz) € KExE A (pex) = (Ap)z = p. (Ax)
Ve € FE lx.x =2

Proposition I - 1 : Regles de calculs
Soit F un K-espace vectoriel, on a alors :

Vo € E, Ok.z =0g
Va € K, a.0p =0g

ar=0g<s a=0oux=0g

Vo € E, (—-)x=—-xet (—a)z=a.(—2)=—ax

Définition I - 2 : Produit d’un nombre fini de K-espaces vectoriels
Soit n un entier non nul. Soit (E;);e[1,,) une famille de n K-espaces vectoriels. On appelle espace vectoriel
produit de ces espaces 'ensemble ' = F; X Ey X --- X E, muni des lois suivantes :

V(@1 2), (Yrs o 90)) € B2 (@1, 20) + (Y150 9n) = (21091, 20+ Yn)

V(x1,...yxn) E EVAER X (21,...,25) = (A21,..., A\Tp)

FE muni de ces deux lois est bien un K-espace vectoriel.

b) Sous espaces vectoriels

Définition I - 3 : Sous espace vectoriel
Soit E un K-espace vectoriel, soit G une partie de E, G est un sous espace vectoriel si : G # 0, G est
stable pour I'addition et la multiplication externe :

V(z,y) €eGPVAEK z4+y€G et AxcG
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Théoréme I -1 :

Soit E un K-espace vectoriel et G un sous espace vectoriel de E, alors G munis des lois induites de E est
un espace vectoriel.

Proposition I - 2 : Caractérisation des sous espaces vectoriels
Soit E un K-espace vectoriel et G une partie non vide de E, G est un sous espace vectoriel de E si et
seulement si

V(z,y) € GEV(\pu) €K® Ao +py€G

ou encore
V(z,y) e GEVAEK Nax+ycd

Proposition I - 3 : Intersection
L’intersection d’une famille non vide de sous espaces vectoriels est un sous espace vectoriel

Définition I - 4 : Sous espace engendré par A
Soit A une partie de E non vide, I'intersetion de tous les sous espaces vectoriels de E contenant A est un
sous espace vectoriel (d’apres la proposition précédente). C’est le plus petit sous espace vectoriel pour
I'inclusion contenant A. On l’appelle sous espace vectoriel engendré par A et on le note Vect (A4).

Définition I - 5 : Somme
On définie la somme de deux sous espaces vectoriels par : soient F; et F5 deux sous espaces vectoriels
d’un espace vectoriel E, on a alors

Fi+FB={xzckE/3(rv,22) € F1 X Fy,2 =11 + 22}

Proposition I - 4 :
Soient Iy et Fy deux sous espaces vectoriels de E, on a alors les deux propriétés suivantes :

1) Fi + F5 est un sous espace vectoriel de E

2) Fy + F; est le sous espace vectoriel engendré par Fy U Fy

Définition I - 6 : Supplémentaires
Soient F} et Fy deux sous espaces vectoriels de E, on dit que F} et Fy sont supplémentaires si ils
vérifient

On note alorg F; ® Fo = F

F1+F2:E et FlmFQZ{O}

PropositionI - 5 :
soient I et Fy deux sous espaces supplémentaires de E, alors on a

V(EGE,E'!(I’l,ZL'Q)GFlXFQ / r=x1+ T2




2) Familles de vecteurs MP 2024-2025

2) Familles de vecteurs

Définition I - 7 : Famille
Soit E un ensemble non vide, on considére I un ensemble (non vide ), qu’on appellera ensemble d’indices.
On appelle famille d’éléments de E indexée par I toute application de I dans F.

On note le plus souvent (x;),.; cette famille, avec pour tout i € I x; € E.

Définition I - 8 : Support d’une famille
On suppose que F est muni d’une structure admettant un élément nul (corps, espace vectoriel ...). On
considere alors une famille d’éléments de E indexée par I, (x;) On appelle support de cette famille
Pensemble {i € I/z; # 0}.

iel”

Notation :
On notera E! Pensemble des familles d’éléments de E et E() I’ensemble des familles de support fini
d’éléments de E.

Pour la suite on considere E un K-espace vectoriel ou K est IR ou C.

Définition I - 9 :
Soit (x;);.; une famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire de cette famille tout vecteur
x tel que :

F(Ni)ier € KO [x= Z)\ﬂ?i

iel

Proposition I - 6 :
L’ensemble des combinaisons linéaires d’une partie non vide A de E est un sous espace vectoriel .
C’est le plus petit sous espace vectoriel contenant A.

C’est donc le sous espace vectoriel engendré par A.

Définition I - 10 : Famille libre
Soit (2;),c; une famille de vecteurs de E, on dit que (;),.; est une famille libre si

V(M) EKDDY Nz =0= Vi€ LA =0
el

Une famille non libre est dite liée.

Définition I - 11 : Famille génératrice
On dit que ()., est une famille génératrice de E si

Vo€ B, AN, €KY/ 2= A

el

C’est a dire que la famille est génératrice si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire
de la famille ou encore si et seulement si Vect (2;);.; = E
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Définition I - 12 : Dimension finie
Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice de cardinal fini.

Propriété I - 1 : des sur et sous familles
Toute sur famille d'une famille génératrice est génératrice.
Toute sous famille d’une famille libre est une famille libre.

Définition I - 13 : Base

e Soit B une famille non vide de vecteurs de E. On dit que cette famille est une base de E si elle est
libre et génératrice de F.
Une famille (e;);.; est donc une base si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de fagon unique
comme combinaison linéaire de vecteurs de la famille B.

e Soit B = (e;);c; une base de . Par définition, pour tout vecteur 2 € F il existe une unique famille

(A)icr € KW telle que z = Z Aie;. On appelle coordonnées de x dans la base B la famille ();)
icl

iel”

Théoréme I - 2 :
Soit E un K espace vectoriel, soit (e;);.; une famille de vecteurs de E, alors on a équivalence entre les
assertions suivantes :

e (ei);c; est une base

e (e;);cr est une famille génératrice minimale

e (e;);c; est une famille libre maximale

Théoréme I - 3 :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit (e;);.; une famille génératrice finie. On considere J un
sous ensemble d’indice de I, tel que (e;);.; est une famille libre. Alors il existe L tel que J C L C I et
(€i);cr, est une base de E.

Théoreme I - 4 : de la base extraite
De toute famille génératrice on peut extraire une base.

Théoréme I - 5 : de la base incompléte
Toute famille libre peut étre complétée en une base.

Théoréme I - 6 :

Dans un espace engendré par n vecteurs, toute famille de n + 1 vecteurs est liée.

Théoréme I - 7 : de la dimension
Dans un espace de dimension finie il existe au moins une base.
De plus toute base de cet espace a méme cardinal.
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Théoréme I - 8 :
En dimension n, une famille de n vecteurs est une base si et seulement si elle est libre, si et seulement si
elle est génératrice.
Définition I - 14 : Rang d’une famille de vecteurs
Soit (xi)ie[[l,n]] une famille de n vecteurs. On appelle rang de cette famille la dimension de ’espace
vectoriel engendré par cette famille. On note ce nombre rg(x1, ..., Z,).
Propriété I - 2 : Formule de Grassmann
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel de dimension finie.
F, G et F' 4 G sont de dimensions finies et on a
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)
3) Sommes de sous espaces vectoriels (MP)

Définition I - 15 :
Soit £/ un K—espace vectoriel. On considere (Ej),.; une famille finie de sous espaces vectoriels de E.
On appelle somme de ces sous espaces vectoriels ’ensemble

ZEi = {x €E |/ 3(@i)ies € (Bi)iey tel que z = Zm’}

i€l i€l

C’est aussi le plus petit sous espace vectoriel contenant tous les E;, c’est donc Vect (U EZ> .
icl

Propriété I - 3 : Dimension finie

p

Soit (Fi)i[[l p une famille finie de sous espaces vectoriels de dimensions finies de E. Z F; est alors de
i=1

dimension finie et

P P
dim (Z F) < Zdim(m)
=1 i=1

Définition I - 16 : Somme directe
Soit £/ un K—espace vectoriel. On considere (Ej),.; une famille finie de sous espaces vectoriels de E.
La somme ) E; est directe si pour tout x € ) Ejy, il existe (z;);c; € (Ei);c; tel que x = Y x; et tel

iel il i€l
que cette égcriture soit unique. © ©
On note alors la somme

D

iel
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Proposition I - 7 : Caractérisation

La somme g FE; est directe si et seulement si
il

(mi)iGIE(Ei)iGI Z$i:0:>v7;€[$i:0
iel
ou encore si et seulement si

viel, En| Y E|={0}
jen{i}

Proposition I - 8 : En dimension finie
Si E est un espace de dimension finie alors la somme est directe si et seulement si

dim (Z E) =Y dim(E)

i€l iel

Corollaire I -1 :

Si E est de dimension finie et que la somme est directe alors on a F = @ E; si et seulement si
i€l

dim (E) =) _ dim (E;)

i€l

Définition I - 17 : Base adaptée a une somme directe
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, on considére un sous espace vectoriel F' de E. Si (e;)
est une base de F, alors toute base de F telle que les premiers vecteurs soient les (e;)
adaptée a F.

On généralise cette notion avec : si E = @ E; et on considére une base pour chacun des sous espaces, on
icl
obtient ainsi une base de E adaptée a la famille des sous espaces.

i€[1,p]

ie[1,p] est dite

Proposition I - 9 : Projecteurs associés

Soit (E;);c; une famille de sous espaces vectoriels telle que

E =@, ; Ei. Pour i € I, on considere le projecteur p; d'image E; et de noyau ) Ej. Cette famille
Jjen{i}

de projecteurs est dite associée a la somme directe et vérifie

sz‘:]dE et V(i,5) € I? tel que i # j, piop; =0
i€l

Théoreme I - 9 :
Soit F' un K espace vectoriel.
Soit E un K espace vectoriel et une famille (E;)

finie de sous espaces vectoriels, telle que £ = @ F;.
il

il
Pour tout ¢ € I, on considere u; une applications linéaires de E; dans F.

Il existe alors une application linéaire u de E dans F' et une seule telle que, pour tout ¢« € I, u; soit la
restriction de u a Fj;.
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IT
1)

Application linéaire
Rappels et généralisations
Définition IT - 1 : Application linéaire

Soit E et F' deux K espaces vectoriels. Une application f de E dans F' est une application linéaire si c’est
un morphisme d’espaces vectoriels, c’est a dire :

V(z,y) € E* flxz+y) = f(x)+ f(y)

VAN z) e Kx E  f(Az) = Af(x)

Propriété 1T - 1 :
Soit F et F' deux K espaces vectoriels. Soit f une application de F vers f.
— 81 f est une application linéaire alors f(0g) = Op
— f est une application linéaire si et seulement si

V(z,y) € E°VA e K f(z+ \y) = f(x) + Mf(y)

ou encore si et seulement si

V(z,y) € B*V(\p) €K®  f(Az+ py) = Af(z) + nf(y)

— l’ensemble des applications linéaires de E dans F est un K espace vectoriel noté Z(E, F).

Définition IT - 2 : Noyau et image
Soit u € Z(E, F). Noyau et image de u les sous-espaces vectoriels, respectivement de F et de F', suivant :

ker(u) = u™* ({0x}) Im(u) = u(E)

Théoréme IT -1 :
Soit F' un K espace vectoriel.
Soit E un K espace vectoriel et une famille (E;)

finie de sous espaces vectoriels, telle que £ = @ FE;.
iel

il
Pour tout ¢ € I, on considere u; une applications linéaires de E; dans F'.

Il existe alors une application linéaire v de E dans F' et une seule telle que, pour tout i € I, u; soit la
restriction de u a F;.

Proposition IT - 1 :
Caractérisation des propriétés des applications linéaires a l'aide de 'image d’une base.
Soient E et F' deux K espaces vectoriels.

Soit (e;);c; une base de E et (f;),.; une famille de F.

Il existe une et une seule application linéaire de E dans F telle que Vi € I f(e;) = f;.
On a de plus les propriétés suivantes :

a) f surjective siet seulement si (f;),.; génératrice de F
libre

base.

b) f injective si et seulement si (f;),c;

c) f bijective si et seulement si (f;);c,
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2)

Théoréme IT - 2 :
On considere E et F' deux K espaces vectoriels.

Soit w une application linaire de E dans F' , alors u définit un isomorphisme de tout supplémentaire de
ker (u) dans Im (u).

Corollaire IT - 1 : Théoréme du rang
Si E est de dimension finie alors Im(u) est de dimension finie. On dit alors que u est de rang fini et on
pose rg(u) = dim(Im(u)) et on a :

dim (E) = dim (ker (u)) + rg (u)

Proposition II - 2 : Application : interpolation de Lagrange

Soit (2:);eq0,n) € K™+ telle que pour tout couple (i,5) € [0,n]*, avec i # j on a x; # z;.
Alors pour toute famille (yi)ie[[o,n]] € K"*! il existe un unique polynéme P € K, [X] tel que pour tout
i€ 0,n] P(x;)=uy

Propriété II - 2 :
Soit u et v deux endomorphismes de E de rangs finis.
— rg(u o) < min (rg(u), rg(v))
— sl w est un isomorphisme alors rg(u o v) = rg(v)
— sl v est un isomorphisme alors rg(u o v) = rg(u).

Forme linéaire

Définition IT - 3 : Forme linéaire
Soit E un K—espace vectoriel. On appelle forme linéaire toute application linéaire de FE dans K.

L’ensemble des formes linéaires est un K—espace vectoriel noté E* = Z(FE,K).

Définition IT - 4 : Hyperplan
Soit E un K—espace vectoriel. H un sous-espace vectoriel est une hyperplan s’il est le noyau d’une forme
linéaire non nulle.

Proposition IT - 3 :
H est un hyperplan si et seulement si il existe une droite vectorielle qui lui soit supplémentaire.

Proposition IT - 4 :
Soient ¢ et ¥ deux formes linéaires non nulles sur un K espace vectoriel E. On a
ker (¢) = ker (1) si et seulement s’il existe k € K tel que ¢ = k.9




Dimension finie MP 2024-2025 10

3)

Dimension finie

Proposition IT - 5 : Forme non nulle

— Pour tout vecteur non nul e € E il existe une forme linéaire ¢ telle que p(e) = 1.
— Seul le vecteur nul est le vecteur en lequel toutes les formes linéaires s’annulent.

Proposition II - 6 : Equation d’un hyperplan
On considére E un K -espace vectoriel de dimension finie égale a n.

Soit F' une sous espace vectoriel de E.

F est un hyperplan de E si et seulement si dim (F') =n — 1.

Si (€i);e1,, st une base de E, alors pour tout hyperplan H il existe une famille (ai);c; ,; € K" telle

que
n n
x:in.ei EH@Zai.xi =0
=1 =1

et tout ensemble vérifiant une telle équation est un hyperplan.

Théoréme IT - 3 :
Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension p, 'ensemble des formes linéaires s’annulant sur F
est un sous-espace vectoriel de E* de dimension n — p.

Théoreme IT - 4 :
Si B* = (¢1,..,pq) est une famille libre de formes linéaires sur un espace vectoriel E de dimension n,
Iintersection des noyaux respectifs H; des formes linéaires ¢; est un sous-espace vectoriel F' de F de
dimension n — g. Toute forme linéaire s’annulant sur F' est combinaison linéaire de (1, .., ¢q)-

IIT Calcul matriciel

1)

Généralités

Définition III - 1 : Matrices équivalentes
Soient A et B deux matrices de .4, , (K). On dit que A et B sont équivalentes si et seulement si il existe
P € Gl,(K) et Q € Gl,(K) telles que B = P71AQ.

Proposition IIT - 1 : Caractérisation

: Lo N . I _
Toute matrice M € 4, ,(K) de rang r est équivalente & la matrice J, = " Orip—r
) Onfr,r Onf’l",pr

Corollaire IIT - 1 :
Deux matrices de ., , (K) sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

Définition ITI - 2 : Matrices semblables
Soient A et B deux matrices de ., (K). On dit que A et B sont semblables si et seulement si il existe
P € Gl,,(K) telle que A= P~'BP.
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2)

3)

Trace d’un endomorphisme

Définition ITT - 3 :
Soit A = (aivj)(ij)eﬂl o2 Une matrice, élément de M, (K). On appelle trace de A le nombre noté tr (A)
ou tr (A) et défini par

tr (A) = i Qi
i=1

Proposition III - 2 :
L’application de ., (K) dans K qui & A associe tr (A) est une application linéaire.

Proposition IIT - 3 :
Pour toutes matrices A et B de ., (K), on a la relation

tr (AB) = tr (BA)

Corollaire III - 2 :
Soit A € ., (K) et B € Gl, (K), alors tr (A) = tr (B"*AB)
C’est a dire que deux matrices semblables ont méme trace.

Définition IIT - 4 : Trace d’un endomorphisme
Soit E un espace vectoriel de dimension n, on considere f € £ (E), on appelle trace de f la trace des
matrices de f dans n’importe quelle base.

Proposition III - 4 : Trace d’un projecteur
Soit p un projecteur de E, espace vectoriel. On a alors 1’égalité suivante :

rg (p) = tr (p)

Matrices par blocs

Définition III - 5 : Ecriture par blocs
Soit A € #,(K) une matrice d’ordre n. On dit que A est définie par blocs s'il existe une famille de
matrices (A;;) telle que A puisse s’écrire :

A171 AN ALP

A; j et A; j41 ont donc méme nombre de ligne.
A; j et Aj4q ; ont méme nombre de colonnes.
Les matrices A;; sont appelées sous matrices de A.
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Propriété IIT - 1 : Addition
Aiq Aip
Soit A et B deux matrices d’ordre n s’écrivant par blocs de mémes tailles : A = Ajj et
Aq 1 Aqyp
Bl,l e Bl,p
B = © By © |, o, pour tout (i,7) [1,q] x [1,p], Ai; et B;; ont méme taille. On a alors
By Byp
Arq+ B A1p+ By
Ag1+ Bga e Agp+ Bgp
Propriété IIT - 2 : Multiplication par blocs
Aia Aip
Soit A et B deux matrices d’ordre n s’écrivant par blocs : A = Ajj et B =
Aq 1 Aq,p
Bl,l . Bl,r
© By | ou, pour tout (4,7,k)[1,¢] x [1,p] x [1,7], le nombre de colonnes de A; ; est le
B,i ... Bp:
méme que le nombre de ligne que Bj . On a alors : le nombre de colonnes de A est le méme que le
nombre de ligne que B et
)
AB = |: Z AikBkj
k=1
Propriété II1 - 3 : Transposée
A171 . Al,p
Soit A une matrice d’ordre n écrite par blocs : A = : Ajj :
Ag1 .. Agp
La matrice AT s’écrit alors - .
Ajq o Ag
T _ .
A= A, 2
Arp o Ay

IV Sous-espaces affines d’un espace vectoriel

1) Translations

On considere E un K espace vectoriel.

Définition IV - 1 : Translation
On appelle translation de vecteur a toute application, notée t,, de E dans E définie par :

Ve e E, ti(r)=a+z
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Notation :
L’image d’une partie €2 de E par une translation ¢, est alors notée : a + 2

Remarque :
Lorsque Q) est un sous espace vectoriel de E, a + £ n’est pas forcément un espace vectoriel.

Notation :
On note S (F) 'ensemble des translations de E

Proposition IV - 1 : Structure
(S (F),o0) est un groupe abélien isomorphe a (F,+)

Démonstration : Montrons que c’est un groupe : soit ¢, et t;, deux translations de E, alors
Vo € B tqoty(x) =tq (to(x)) = a+b+a=tes()
donc t, o t; est bien une translation et donc la composition est une loi de composition interne. De plus on a :
Vo e Etgoty(z) =a+x =t.(x) =t, 0to(x)
donc %y est un élément neutre pour cette loi,
Ve € Ejtgo(thote) () =a+b+c+a = (ty0ty) ote(x)

la loi est donc associative, et
Ve € Ejtgot_q(x) =x =t_qo0te(z) =ty

donc tout élément est symétrisable. Conclusion : (3 (F), o) est un groupe, de plus
Vr € E t, otp(x) =ty 0 ta(x)

c’est donc un groupe commutatif.
On considére maintenant I’application qui a a € E associe t,, cette application est un morphisme de groupe,
en effet d’apres les calculs précédents on a :

Vz € Eata © tb(x) = ta+b(x)

Elle est surjective par définition des translations et de fagon immédiate injective.
Conclusion : c’est un ismorphisme de groupe.

2) Sous espaces affines
a) Généralités

Définition IV - 2 : Sous-espace affine
Une partie A de E est un sous espace affine de E si A est vide ou si il existe a € E et un sous espace

vectoriel F tel que

Proposition IV - 2:
Soit @ € F et F un sous espace vectoriel de E, alors on a a + F = F si et seulement si a € F

Proposition IV - 3 :
a+FCb+Gsietseulement si P CGetb—ac G
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Corollaire IV -1 :

b+F =a+ Fsietseulement sibe€a+ F

Corollaire IV - 2 :

Op € a + F si et seulement si a + F' est un sous espace vectoriel

Corollaire IV - 3 : Postulat d’Euclide

a+F=a+G& F=G

Définition IV - 3 : Direction d’un sous espace affine

b)

3)

Soit A = a + F un sous espace affine de E, alors on appelle F la direction de A.
—

On note souvent F' = A

Définition IV - 4 : Parallélisme
Soient a + F' et b+ G deux sous espaces affines de E, on dit que
— a+ Festparallelea b+ Gsi F C G
— a+ F et b+ G sont paralleles si F' =G

Proposition IV - 4 : Equations linéaires
Si f est un élément de Z(FE, F'), 'ensemble des solutions de I’équation f(z) = a d’inconnue z est soit
lensemble vide, soit un sous-espace affine dirigé par ker(f).

Autrement dit, lorsque I'ensemble des solutions est non vide, il est de la forme xo + ker(f), ou zo est une
solution particuliere.

Hyperplans affines

Définition IV - 5 : Hyperplan affine
Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n.

On appelle hyperplan affine de E toute partie non vide de E de la forme : A=u+ F ouu € E et F est
un hyperplan vectoriel de F, c’est a dire un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 ou le noyau d’une
forme linéaire non nulle.

Intersections de sous espaces affines

Proposition IV - 5:
Soit A et B deux sous espaces affines de E, de directions respactives F' et GG, soient a et b deux points de
E respectivements de A et B. Alors on a

ANB#0< (a—b) e F+G

De plus, si AN B # (), alors AN B est un sous espace affine de direction F N G
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Proposition IV - 6 :

Soient A et B deux sous espaces affines, si A est parallele & B alors ANB =0 ouAC B

Proposition IV - 7 : Systémes linéaires

L’ensemble des solutions d’un systéme de p équations & n inconnues est un sous espace affine de IR™ dont
la direction, s’il est non vide, est un sous-espace vectoriel de dimension au moins n — p.

Déterminant

Déterminant de n vecteurs

Définition V_- 1 : Forme n-linéaire

On appelle forme n-linéaire une application de E™ dans K telle que : si ¢ est cette application , pour

tout (2;);cp1,,) € E et tout j € [1,7]

EF — K

(,0(.231,1‘2,...,xj_1,~,1‘j+1,...,$n) :
Yy = w(xlax%"'7mj*17yaxj+17"'7mn)

est linéaire

Définition V - 2 :
Une application est dite
— antisymétrique si, pour tout (xi)ie[[l n] € E™

(,0(33‘1,.1327 ey Ly, ..,xj_l,xj,xj+1, P ,J}n) = —@ (371,],‘2, ..,ij, .. .,Jj‘j_l,l‘i,l‘j+1, e ,xn)

— alternée si, pour tout (z;);c; ) € E™ tel qu'il existe (i1,i2) € [1,n] i1 # iz et x5, = 24,

80(':6171'27 "7xn) = 0

Proposition V -1 :
Une forme n-linéaire est antisymétrique si et seulement si elle est alternée.

Théoréeme V_- 1 : Déterminant
Soit £/ un espace vectoriel de dimension n. Soit B = (e;),¢[ , une base de E.
Il exsite une et une seule forme n-linéaire alternée ¢ telle que

pler,ea,...,eq) =1

Cette forme est appelée déterminant dans la base B et on la note detg

Théoréme V - 2 :
Soit E un espace vectoriel de dimension n. L’ensemble des formes n-linéaires alternées est un espace
vectoriel de dimension 1 .
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2)

3)

Proposition V - 2 :
Soient B et B’ deux bases de F, alors on a les relations suivantes

detp = detp (B) .detg

detg: (B) .detg (B/) =1

Proposition V - 3 :
Soit B une base de FE et V = (vq,vs,...,v,) une famille de n vecteurs de E.
Y est une base de E si et seulement si detg (V) # 0.

Proposition V - 4 : Equation d’un hyperplan défini par n — 1 vecteurs
soit H = vect (v1,v2,..,v,—1) un hyperplan de E. On a

x € H & detp (v1,v2,..,0p—1,2) =0

Déterminant d’un endomorphisme

Théoréme V - 3 :

Soit f € Z(E) et B = (e;)
indépendant de la base choisie.
I1 est appelé déterminant de f et noté det(f).

ie[1,n] une base de E, le nombre dets (f(e1),f(e2),..., f(en)) est

Proposition V - 5 : Composée d’endomorphisme :
soient f et g deux endomorphismes de E, on a 1’égalité suivante :

det (f o g) = det (f) det (g)

Proposition V - 6 : Caractérisation des automorphismes
f € Z(FE) est un automorphisme de E si et seulement si det (f) # 0

Déterminant d’une matrice carrée

Définition V - 3 :

Soit A = (a;j) € A, (K), cette matrice est caniniquement associée (matrice dans la base canonique) & un
endomorphisme f de K. On appelle déterminant de A, det (f). Ce déterminant est aussi, par définition,
le déterminant des vecteurs colonnes de la matrices, dans la base canonique.

On le note det (A) ou encore

aip - Qip
det (4) =

anl e Gpn
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Proposition V - 7 :

VAe #,(K) VAEK  det(AA) = A" det (A)

Proposition V - 8 :

Pour toutes matrices A et B carrées d’ordre n

det (AB) = det (A) det (B)

Proposition V - 9 :

A € M, (K) est inversible si et seulement si det (A) # 0.

De plus si A est inversible alors
1

det (A7) = G

Proposition V - 10 :

Soit A une matrice carrée, on a

det (A) = det (AT)

4) Méthodes de calculs

Proposition V - 11 : Formule
Soit A = (a;; une matrice carrée d’ordre n.

On a N
det(A4) = Z £(o) Haw(i)
€Sy i=1
En appelant A;; la matrice obtenue par A en enlevant la i"*™e ligne et la j°¢™¢ colonne,
— développée suivant la 7°“¢ colonne

n

det (A) = Z (1) ak; det (Ag;)
k=1

— développée suivant la i*“"*¢ ligne

Définition V - 4 : Cofacteur
Le terme (—1)""7 det (A;;) est appelé cofacteur du terme (4, 7). (det (A;;) est le mineur du coefficient).

Définition V_- 5 : Comatrice

Soit A € A, (K), avec les notations précédentes, on appelle comatrice de A, la matrice des cofacteurs de
A et la note Com(A).
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Propriété V -1 :
Pour toute matrice A on a :

ACom(A)" = Com(A)T A = det(A)I,

Déterminant par blocs

Proposition V - 12 : Déterminant par blocs
Soit A € #,(K), C € M, et B € M, 4(K).

On a N
B
det <0 C

) = det(A) det(C)

Proposition V - 13 : Généralisation

Ay

Soit A une matrice triangulaire par blocs : A = [ : A;

On a

Définition V - 6 : Transvections par blocs

On appelle transvection par blocs une opération transformant une matrice par blocs (A B) en une
matrice de la forme (A B+ AA) (& la condition que A et B ont le méme nombre de colonnes) ou une

. A . A s . .
matrice par blocs ( B) en une matrice ( B+ A) (& la condition que A et B ont le méme nombre de

lignes).

Propriété V - 2 :
Le déterminant d’une matrice carrée est invariant par transvection par blocs.
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